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偏微分方程式に対する解の精度保証付き数値計算

研究代表者 高安 亮紀

（理工学研究所 理工研が募集する次席研究員）

１． 研究課題

本研究では，非線形放物型偏微分方程式の初期値境界値問題を考え，数値計算によって得

られた近似解の近傍における真の解の存在検証を数値計算によって実現する手法を確立する．

これを「偏微分方程式に対する解の精度保証付き数値計算」と呼ぶ．

具体的には本研究のおいて次の事柄を研究する．

① 新しい精度保証付き数値計算理論の構築

放物型偏微分方程式の古典的な解析手法では，空間変数に関する微分作用素が解析半

群を生成し，解の局所的な表示が得られることが知られている．この性質に注目し，本

研究では，解析半群を用いた不動点形式を用いる解の精度保証付き数値計算理論を構築

する．

② 計算機を援用した漸近解析手法の提案

解の漸近挙動を数値計算によって計算機援用解析する手法を提案する．放物型偏微分

方程式の定常状態は楕円型偏微分方程式で記述される．提案手法では定常解の近傍に解

が時間大域的に存在することを精度保証付き数値計算によって示す．

③ 爆発解の数値的存在検証および爆発時刻の解明

微分方程式の解が有限時刻で発散するとき，解が爆発するという．解の爆発は非線形

現象における特異性発現の一例であり，モデルが破綻してしまう一つの要因である．本

研究では，解が爆発するのか，するとしたらいつ爆発するのかを精度保証付き数値計算

によって解明する．

２． 主な研究成果

研究課題①に対して，非線形放物型方程式に対する解の精度保証付き数値計算理論を構築

した．解析半群を用いた不動点定式を近似解と真の解との誤差関数を用いて定義し，ある時

間区間において近似解の近傍に解が局所一意存在することを数値的に示す局所包含定理を提

案した．近似解を数値計算により得た数値解から構成することで，局所包含定理の十分条件

は精度保証付き数値計算を用いることで数値的に厳密に確認でき，放物型方程式の真の解の

厳密な包含を得た．さらに解の存在が示せる時間区間を延長するための解の連結スキーム

（Concatenation scheme）を提案し，初期時刻からユーザーが所望する時刻まで解の存在検

証を数値的に実行することができるようになった．本成果は論文としてまとめ，応用数理分
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野のトップジャーナルへ投稿中である．

M. Mizuguchi, A. Takayasu, T. Kubo, and S.

Oishi: "A method of verified computations for

solutions to semilinear parabolic equations

using semigroup theory", submitted.

次に研究課題②に対して，これまでに研究代表者

らが構築した楕円型偏微分方程式に対する解の精度

保証付き数値計算理論を用いて，定常解の存在が保

証された場合に，その定常解の近傍に解が時間大域

的に存在することを数値的に検証する解の漸近解析理論を構築することに成功した．数学解

析により時間大域解が存在するクラスの放物型方程式問題に対して，具体的に解の性質を定

量的に記述できる点で本研究は有意義である．例えば， をユークリッド平面上の有界多角

形領域として， とする．このとき次の放物型方程式の初期値境界値問題を考え

る．

このとき とする．

上記問題は定常解φをもち（図.1），その近傍における時間大域的なふるまいを次の不等式に

よって数値的に検証することができた．

すなわち，時間大域解は定常解に対して，時間指数的に収束していくことが分かり，その収

束の定数まで具体的に求めることができるようになった．このことは力学系理論でいう吸引

域（basin）の構成に対応している．本成果についても論文をまとめ，トップジャーナルへ投

稿中である．

M. Mizuguchi, A. Takayasu, T. Kubo, and S. Oishi: "Numerical verification for

existence of a global-in-time solution to semilinear parabolic equations",

submitted.

最後に研究課題③に対して，常微分方程式の爆発解に対する数値的検証理論を構築できた．

すなわち「解が爆発するのか，するとしたらいつ爆発するのか」について精度保証付き数値

計算を用いて爆発時刻の厳密な包含を得ることで明示的に示すことができるようになった．

本研究においては力学系の技巧であるコンパクト化と時間スケール変換による方程式の正則

化が効果的であり，世界を先駆けて計算機を利用する爆発解へのアプローチを構築できた．

本成果についても論文として発表予定である．

図 1：定常解φの概形
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５． 研究活動の課題と展望

本年度の成果により非線形放物型方程式に対する解の精度保証付き数値計算に対する方法

論がある程度構築できた．一方で解法の精度という点で問題があるため，今後は高精度化を

達成すべく，作用素論で存在が保証されている発展作用素と高精度な近似解を利用する精度

保証付き数値計算理論を構築する．これにより数学的未解決問題への数値的解決を目指す見

込みである．


