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1 研究課題

線形計算とは，行列に関する数値計算のことであり，連立一次方程式と固有値の問題の二つに大

別され，科学技術計算の基礎を担う有用な技術である．近年の科学技術計算は，計算機の演算能力

やメモリが増大するにつれ，ますます大規模な問題を高速に解く方向へ発展しているが，四則演算

などの基本演算を計算機上で実行すると，それぞれの演算は丸め誤差を伴った浮動小数点演算によ

って近似されるため，計算の際にどのくらいの丸め誤差が発生し累積し伝播するかを考慮する必要

がある．例えば，密行列で100万元を超えるような大規模な行列を扱う場合，理論的には倍精度で

は計算精度が不足し，十分な有効桁数が得られなくなる可能性がある. また，特異に近い（悪条件）

行列の場合，ごく小さな誤差による摂動に対して解の相対変化が大きくなり不安定である可能性が

高い．何らかの方法で得られた数値計算の結果が一体どの程度の許容誤差の範囲内で正しいかとい

うことを示すことは計算自体と同様に重要であるのだが，例えば、演算桁数を多くして再度試すこ

とで、丸め誤差の見当を大雑把につけることはできるかもしれないが，計算時間とメモリの両面で

コストが大きい．それが大規模な問題に対してであれば莫大な計算時間がかかると予想できる.

「精度保証付き数値計算」とは，得られた近似解の周りに真の解が存在すること，及びその誤差範

囲を保証する数値計算手法を言う．具体的には，通常の数値計算によって近似解を得た後に，区間

演算によってその近似解の精度を保証する．これまで「計算複雑度 (計算量)」，「計算精度」な

どの観点で改良が重ねられてきた.特に近年，非線形偏微分方程式をはじめとする関数方程式の解

に対する数値的検証法の過程で微分作用素の固有値問題が現れ，それの離散化として行列の一般化

固有値問題における固有値の厳密な評価が不可欠である．さらに固有値の存在と非存在の範囲を検

討するとき，固有値の順位を確定するのも重要である．従って，一般化固有値問題の数値解に対す

る高品質な評価を実用的な計算時間で安定的に得られる方法の開発が急務である.

本研究の目的は，次の行列の一般化固有値問題

の特定の固有値λiとその大きさの順位まで込めて，厳密に評価する方法の構築である．計算機によ

る一般化固有値問題の近似解法は既に複数存在している.例として，全ての近似固有値を得るコレ

スキーQR法や，特定の近似固有値を得る二分法や，大規模実対称疎行列向けのランチョス法がある.

これらの方法は実用的であるが，得られる結果は丸め誤差と反復による切り捨て誤差があるので，

計算結果は厳密には正しいとは言えない.

そこで，ある近似の固有対が与えられたとき，演算の結果を包含する区間演算を用いて，固有値

の存在範囲を精度保証付き数値計算によって厳密に確定する方法を紹介する.例えば，大石らの方

(1)



法[2]はゲルシュゴリンの定理を利用して全ての固有値を精度保証することを目的としており，問

題が小規模，かつ，(1)式のBが悪条件でない密行列であれば，十分実用的である.

しかしながら，実際の応用上，例えば，有限要素法を利用して非線形微分方程式の解を検証する

とき，メッシュ分割が細かくなるほど 数万次元など大規模な行列が現れる場合が多く，大石らの

方法のように全ての固有値の厳密な評価を行うには莫大な計算コストが必要である.実際の問題で

は特定の固有値のみ評価すれば十分であり，現れる問題のほとんどは疎行列(成分のほとんどが零

である行列)であるが，大石らの方法は逆行列を経由するため疎行列には適用できない.また，修正

コレスキー分解の事前誤差評価に基づいた方法[2]は高精度な結果を得ようとすると2分法のよう

にシフト量を何度も変更し試す必要があるのと，修正コレスキー分解は数値的に非常に不安定であ

る手法と言う問題がある．また，Behneの方法[3]はLehmann-Goerischの定理を基本としたものだが，

それらの定理を用いる上での前情報（ある固有値λi+1の下限）をどのように得るかなど手法が明確

でないと言う問題があった．本研究では，従来法の欠点である数値安定性が確保されていない，計

算コストが大きいなどを克服することで，大規模な疎行列に適用する高速かつ高精度な新しい解法

を構築する．
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2 主な研究成果

2.1 実対称行列に対する最小固有値の下限の数値計算手法の確立

実対称行列に対する最小固有値の下限値を高速に保証することは，連立一次方程式の解の精度保証，

一般化固有値問題の精度保証法（2.2 を参照）などに応用できる．従来法として Rump の方法があり，

INTLAB(MATLAB の区間演算ライブラリー)に含まれていた．非常に実用的な方法であるが，高精度な

値を得るには Cholesky 分解のシフト量を何度も変更し試す必要があった．本研究では Cholesky 分

解の誤差解析を用いて適切なシフト量を導出し，コレスキー分解の事前誤差評価を用いて，1 回の

計算で実用的な結果を得る計算方法を開発した．本研究成果はスペインの学会でポスター発表を行

い，一般化固有値問題の精度保証法（2.2 を参照）に応用している．
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2.2 ある近似固有値に対する精度保証付き数値計算法の確立

本研究の方針としては，修正コレスキー分解に基づく方法[2]から Lehmann-Goerisch の定理に必要

となる固有値λi の粗い評価を得る．計算を何度も試行せずに済む，非常に効率的な計算手法であ

り，ソースコードを開発した．具体的な計算手法は，次のような手順である．

1) (1)式の B の最小固有値の下限を高速に算出（多少粗い評価でも問題ない）

2) 数値的に安定したピボット付きブロック修正コレスキー分解を用いて，[2]に基づく方法から

(1)式の近似固有値 λiの近傍にある真の固有値の粗い評価と大きさの順位を得る.この時，計算は



何度も試行せずに計算は一回のみで粗い評価を許容することとする．

3) 2 で得た前情報から Lehmann-Goerisch の定理を実行し，真の固有値を含むシャープな区間を得

る

これらの手法をテスト行列に適用した結果，計算精度，計算時間，計算複雑度の観点から有用性を

示すことができた.
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5 研究活動の課題と展望

主に以下の 2点について研究を進める予定である．

1）一般化固有値問題に対する精度保証付き数値計算法に関する応用

2 章の通り，計算手法が確立したので，実際に現れる問題に対して適用し，有効性を検証する．

2）任意精度演算を用いた計算手法の開発

半精度（16 ビット）, 倍精度（64 ビット）, 四倍精度（ソフトウェアでのみ使用可能な 128 ビッ

ト）などの浮動小数点演算を組み合わせ，計算時間を短縮し、エネルギー消費を最小限に抑え, 数

値的に解き難い悪条件性の問題を精度良く解く数値計算法の開発を行う．

3）重複した固有値に対する制度保証付き数値計算の検討

現在，精度保証付き数値計算が「不可能」とされている，縮退した固有値（代数的重複度と幾何的

重複度が異なる場合）を持つ固有値問題の精度保証法を研究する．


