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概要
本論文では複数の検索語句を扱うキーワードオークション (複数キーワードオーク
ション)において、グルーピングの導入がオークションの均衡にどのような影響をも
たらすかを分析する。本論文では Dhangwatnotai[2] が導入したグルーピングとい
う手法を用いて、入札者である広告主が 2人であるような複数キーワードオークショ
ンにおける均衡分析を行った。均衡分析の結果、広告主の評価値を加重平均した値
(WAV)を入札する戦略が重要な役割を果たすことが分かった。特にグループが 1つ
のケースではすべてのナッシュ均衡を図示することが可能であり、WAVを入札する
戦略が支配戦略均衡となった。またグループが 2つのケースでは、2人の広告主が同
じ値を入札するという均衡の必要十分条件を導出した。さらに均衡における検索エ
ンジンの利潤と社会余剰を比較した結果、グルーピングを導入したほうが検索エン
ジンの利潤が上がるが、社会余剰は下がることが明らかになった。
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1 はじめに
本論文では複数の検索語句を同時に扱うキーワードオークションにおいて、オークショ
ンの均衡がグルーピングの導入によってどのように影響を受けるかを分析する。キー
ワードオークションとは、インターネット検索である語句を検索したとき、検索結果の
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周囲に表示される広告を扱うオークションである。キーワードオークションは Google

や Yahoo! JAPAN といった検索エンジンで実際に利用されている。電通 [6] によれば、
2019 年時点で日本のインターネット広告媒体費 1 兆 6630 億円のうちキーワードオーク
ションを含む運用型広告費は 1兆 3267億円となり、前年比 15.2パーセント増という広告
市場の中でも成長の大きい分野である。検索結果に応じて広告を表示することには、検索
語句に興味がある検索エンジン利用者にターゲットを絞って掲示することができるという
利点がある。したがって効果的な広告手段として幅広く用いられている。
キーワードオークションでは、ある検索語句の検索結果のページに表示される、複数の
広告枠が売り買いされる。検索エンジンが売り手であり、広告主が買い手である。広告主
は自らの商品広告と関連がある検索語句に対して入札を行う。広告主が入札するのは、検
索結果のページに表示させる自らの広告について、1回クリックされるごとにいくらまで
なら支払うことができるかという値である。検索エンジンは広告主たちの入札を基に、各
広告枠に表示する広告内容と 1クリック当たりの広告費用を決定する。そして検索エンジ
ンの利用者が語句を検索するたびに、オークションの結果に従って広告が表示される。そ
の後、検索エンジンの利用者が広告を 1 クリックするごとに、広告主はオークションに
よって決まっている広告費用を検索エンジンに支払う。このオークションでは広告主はい
つでも入札値を変化させることができる。したがって自分がある検索語句のページに掲載
している広告がどの程度クリックされ、自分がいくら支払っているのかをふまえて入札値
を柔軟に変化させることができる。
このようなキーワードオークションについて、Edelman, Ostrovsky and Schwarz [4]

では GSPオークションと VCGオークションという 2つのオークションメカニズムに関
して理論的な分析と比較を行った。GSPオークションとは第二価格オークションを一般
化させたオークション方式である。GSPオークションでは広告主の入札値の高い順に広
告の掲載順が決まる。そして広告枠は自らの入札値ではなく、自らの入札値の次に高い入
札値によって定まる額を費用として支払う。通常の第二価格オークションでは、入札者は
自らの評価値を入札することが支配戦略である。しかし GSPオークションではその限り
ではない。一方 VCGオークションでは、まず GSP同様に入札値の高い順に広告掲載順
を決定する。次に広告主は自分がオークションに参加する場合としない場合の、他の広告
主の利得の差を費用として支払う。この費用の決定方法は一種の「迷惑料」として解釈さ
れる。すなわち、広告主は自らがオークションに参加することによって他の広告主が被っ
た迷惑に対して費用を支払う。VCGオークションでは広告主は自らの評価値と同じ値を
入札することが支配戦略である。したがって VCGオークションは GSPオークションに
比べて、支配戦略均衡があるという点で結果が安定しやすいという特徴がある。
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Edelman et al. [4] が導入した LEF (Locally Envy Free) 均衡を用いて GSP オーク
ションと VCG オークションの比較を行った Edelman and Ostrovsky [3] や、実験室実
験によって両オークションでの均衡と検索エンジンの利潤を分析した Fukuda, Kamijo,

Takeuchi, Mashui and Funaki [5]など、キーワードオークションについて分析する論文
は多数あるが、ほとんどの研究は単一の検索語句を対象とする分析である。すなわち、
オークションの対象となる検索語句は 1 つに固定されている。そして 1 つに固定した検
索語句についてのキーワードオークションについて、広告主の戦略や均衡を分析したり、
検索エンジンの利潤を検証したりしている。
現実には複数の検索語句を扱う状況が数多くあるにもかかわらず、複数の検索語句を対
象とする研究はいまだ少ない。なぜなら複数キーワードオークションでは扱う検索語句の
数は膨大であり、多数の検索語句を扱う場合は検索語句同士に関連があることによって最
適化が難しいからである。
複数キーワードオークションを扱った先行研究として Colini-Baldeschi, Leonardi,

Henzinger and Starnberger [1] や Dhangwatnotai [2] が挙げられる。特に Dhangwat-

notai [2] は、複数の検索語句が存在しそれぞれに複数の広告枠があるメカニズムを提案
し、検索語句のグルーピングという新たな手法を導入した。そしてナッシュ均衡において
社会余剰がどの程度達成されるかを検証した。以下では複数キーワードオークションの分
析手法であるグルーピングについて詳述する。
Dhangwatnotai [2]の提案した検索語句のグルーピングとは、関連するいくつかの検索
語句を 1 つのグループにまとめ、広告主は個々の検索語句ではなくグループに対して入
札する方法である。検索語句が関連しているかどうかの判断は検索エンジンが行う。検索
エンジンがどのようにグルーピングしたかは、オークションの開始前に広告主に通知され
る。例えば、「ランニングシューズ」「バスケットボールシューズ」「サッカーシューズ」
などの検索語句を「スポーツシューズ」というグループにまとめるとする。このようにグ
ルーピングを行われたとき、広告主は個々のシューズ名ではなく「スポーツシューズ」に
対して入札を行う。靴屋としての広告を出したい広告主は、自らが扱う個々のシューズ名
に対して個別に入札値を決定しなくても、「スポーツシューズ」全体に対して入札するこ
とが可能になる。
グルーピングという手法は、広告主と検索エンジンの双方に利点がある。前述の通り、
キーワードオークションでは語句が検索されるたびにオークションが行われる。したがっ
て広告主たちはオークションの様子を観察しながら逐一入札値を変化させなければならな
い。しかし自らが扱う商品に関連する検索語句が多い場合、そのすべてに対して頻繁に入
札値を変更することは困難である。グルーピングによって似ている検索語句に一括で入札
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することが可能になるならば、広告主は入札に際しての負担を軽減することが可能であ
る。また検索エンジンにとっても、グルーピングの導入は負担を軽減させる。例えばグ
ルーピングをせずに複数の検索語句をオークションにかけるとする。すると多数の広告主
たちが各々いくつもの入札値を頻繁に変化させることになる。するとそれらの入札値を処
理しなければならない検索エンジン側のシステムに、膨大な負荷がかかる。したがってグ
ルーピングの導入によって扱う入札値の個数が減るならば、検索エンジンにとっても負担
の軽減になるのである。
グルーピングは大変有用な手法であるが、グルーピングを提案しモデル化した Dhang-

watnotai [2]では均衡分析がなされていない。グルーピングを用いた場合に広告主がどの
ような戦略をとり、どのような均衡が実現するのかについてはさらなる分析が必要であ
る。そこで本論文では、複数キーワードオークションにおいてグルーピングを導入したと
きの均衡について分析を行う。すなわち本論文は、既存研究において十分に分析されてい
ない複数の検索語句をオークションする状況を扱い、複数の検索語句を扱う研究では初め
てとなる均衡分析を行う。ただしグルーピングを導入する際には、広告主が決定した入札
戦略をオークション結果を決めるために必要な入札値へと変換する必要があり、通常の
オークションのような均衡分析は容易ではない。またどのような検索語句を 1つのグルー
プとしてまとめるかによって、検索語句同士の関係が補完的になったり代替的になったり
するという難しさもある。ゆえに本論文では広告主が 2人の場合に限定する。広告主の人
数が制限された状況であっても、複数キーワードオークションにおける均衡分析を行うこ
とによって、これまで行われてきた単一のキーワードオークションでの均衡との比較が可
能になる。
そして本論文では、オークションのメカニズムとして VCGオークションを用いる。広
告主が 2人であるとき、GSPオークションと VCGオークションでの広告枠の割り当て
は一致する。またグルーピングを導入しない一般の VCGオークションでは、自身の評価
値をそのまま入札する「正直申告戦略」が支配戦略であることが知られている。本オーク
ションでも VCGオークションを用いることによって、グルーピングを導入しない場合の
均衡とグルーピングを導入した場合の均衡との比較が容易になる。
また本論文ではグルーピングの方法として、すべての検索語句を 1つのグループにまと
める場合と 2つのグループにする場合、2つの場合のみを分析対象とする。これはグルー
ピングを導入する際に入札値の変換を行うために、グループの数が増えるほど分析が困難
になるからである。具体的には、グループの数が増えるとある検索語句が複数のグループ
に含まれる可能性があり、その検索語句でのオークション結果の決定が難しくなること
や、前述の通りグループの作り方によって検索語句同士の関係性が複雑に変わりうるから
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である。そしてグループが 2つの場合には、その構成として 2つのグループに包含関係が
ないが共通部分がある「羽型」と、片方がもう片方に含まれている「卵型」という 2つの
タイプを考えることができる。本論文ではグループが 1つの場合、グループが 2つで羽型
の場合、グループが 2つで卵型の場合の 3つの場合について、それぞれ均衡分析を行う。
グルーピングの導入方法としては限定的ではあるが、これら 3つの場合での均衡分析の結
果をグルーピングをしない場合と比較することによって、グルーピングの導入そのものが
オークションの均衡にどのような影響をもたらすかを明らかにすることが可能である。
さらにグループが 2つの場合の均衡分析は、2人の広告主が同じ値を入札する均衡に対
象を絞る。2人の広告主が同じ値を入札する均衡ではすべての検索語句で両広告主の入札
が「引き分け」となる。このとき両広告主にとっては、検索結果のページで最も良い広告
枠を取ることと 2番目に良い広告枠を取ることとが無差別になっている。このようなケー
スは限定的な状況であるが、このようなケースでの均衡分岐の結果をグループが 1つの場
合と比較することによって、グループの数を増やすことによる影響を明らかにすることが
できる。
本論文の構成は以下の通りである。まず第 2章で本論文における複数キーワードオーク
ションについて定式化し、モデルを示す。第 3章では検索語句を 1つのグループにまとめ
る場合の均衡分析を行う。第 4章では 2つのグループにする場合の均衡分析を、卵型と羽
型に分けて行う。第 5章では、均衡分析の結果をもとに検索エンジンの利潤および社会余
剰を比較する。そして第 6章にて本論文の結論と今後の課題を示す。

2 モデル
2.1 複数キーワードオークション
本オークションの買い手である広告主の集合を N とし、N = {1, 2}、すなわち広告主
は 2人であるとする。
T を検索語句の集合とする。ここでいう検索語句とは、検索エンジンのユーザーが検
索窓に入力する語句のことである。そしてキーワード K ⊆ T を非空の検索語句の集合と
し、キーワード構造 K をすべてのキーワードの集合であるとする。ここでいうキーワー
ドはすなわち第 1章で述べた「グループ」のことである。検索エンジンがグループを決め
る、すなわちグルーピングするとは、オークションの開始前にキーワード構造 K を設定
し、広告主に通知することである。本モデルでのキーワード構造において、すべての検索
語句はいずれかのキーワードに含まれる (

∪
Kl∈K Kl = T )。ただしキーワード構造は検索
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語句の分割ではないから、キーワード同士には共通部分があっても良い。
各検索語句 t ∈ T の検索結果のページには 2 つの広告枠がある。各広告枠はそれぞれ

CTR(click through rate)と呼ばれる指標を持つ。CTRとは広告枠がどれくらいクリッ
クされやすいかを表す指標であり、検索結果のページの上部に表示される広告枠の方が下
部に比べてクリックされやすい。したがって検索語句 tのページの 1番目の枠の CTRを
θ1t、2番目の枠の CTRを θ2t とおくと、θ1t > θ2t となる。δt := θ1t − θ2t とする。
広告主 i ∈ N の入札は bi : K → R+ で表される。本オークションでは、売り手である
検索エンジンがキーワード構造を決定したのち、買い手である広告主が各キーワードに対
して入札値を決定する。広告主は各検索語句ではなく、検索語句の集合であるキーワード
に対して入札を行う。そして si := (bi(Kl))Kl∈K を広告主 iの戦略と呼び、広告主 iの戦
略の集合を Si で表す。
広告主たちがキーワードに対して行った入札は、ある変換ルールに従って検索語句に
対する入札に変換される。変換されたあとの広告主 i の検索語句 t に対する入札を bi(t)

で表す。本論文では変換ルールとして Dhangwatnotai[2]が提示したMaxルールを用い
る。D(t) = {K ∈ K|t ∈ K}によって検索語句 tを含むキーワードの集合を表すと、Max

ルールによって広告主の入札は以下のように変換される。

bi(t) := max
K∈D(t)

bi(K)

すなわちMaxルールとは、検索語句 tを含むキーワードに対してなされた入札値のうち、
最大の値を tへの入札値として採用するルールである。
上記ルールによって入札値が変換されたのち、検索エンジンは変換された入札値を用い
て各検索語句のページにおける広告枠の割り当ておよび支払額を決定する。割り当てと支
払額の決定には VCGメカニズムを用いる。ある検索語句 tにおいて、bi(t) > bj(t)すな
わち広告主 i が勝ち広告主 j が負けるならば広告主 i が 1 番目の枠を、広告主 j が 2 番
目の枠を得る。bi(t) = bj(t) すなわち引き分けの場合は各広告主は 1

2 の確率で 1 番目の
枠を、 1

2 の確率で 2番目の枠を得る。広告主 iが 1番目の枠を獲得した場合、広告主 iは
δtbj(t)を検索エンジンに支払う。ここで bj(t)は 2番目の枠を獲得した広告主 j の入札値
である。一方 2番目の枠を獲得した広告主 j には支払いはない。これは VCGメカニズム
における支払額は自身がオークションに参加することによって発生する他の広告主の迷惑
料であることに由来する。1番目の枠を獲得した広告主がオークションに参加していなけ
れば、もう 1人の広告主が 1番目の枠を獲得し θ1tbj(t)を得ていたはずである。したがっ
て 1番目の枠を獲得した広告主は θ1tbj(t) − θ2tbj(t) = δtbj(t)を支払う。一方 2番目の
枠を獲得した広告主のオークションへの参加不参加にかかわらず、もう 1人の広告主は 1
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番目の枠を得る。したがって 2番目の広告枠を獲得した広告主には支払いは発生しない。
本オークションにおいて、各広告主は検索語句に対して評価値を持つ。広告主 iの検索
語句 tに対する評価値を vti ∈ R+ で表す。vti は検索語句 tのページに自分の広告が表示
されることに対する広告主 iの評価である。広告主 iの実際の利得は広告が掲載される広
告枠の CTRによって変化し、検索エンジンに支払う額を含めた広告主 iの検索語句 tに
おける利得は以下のようになる。

ut
i(s1, s2) =

 θ1tvti − δtbj(t) if bi(t) > bj(t)
θ2tvti if bi(t) < bj(t)
1
2 [θ

1tvti − δtbj(t)] +
1
2 [θ

2tvti ] if bi(t) = bj(t)
(2.1)

そして広告主 iのオークションにおける総利得は各検索語句における利得の総和であり、

ui(s1, s2) =
∑
t∈T

ut
i(s1, s2)

で表される。
本オークションにおいて、広告主 iの戦略 si が相手の戦略 sj に対して

ui(si, sj) ≥ ui(s
′
i, sj) ∀s′i ∈ Si

を満たすとき、si を sj に対する最適反応戦略であると呼ぶ。
そしてある戦略の組 (s1, s2)が互いに相手の戦略に対する最適反応戦略になっている、
すなわち

u1(s1, s2) ≥ u1(s
′
1, s2) ∀s′1 ∈ S1,

u2(s1, s2) ≥ u2(s1, s
′
2) ∀s′2 ∈ S2.

を満たすとき、(s1, s2)はナッシュ均衡であるという。

3 キーワードが１つのケース
本章では |K| = 1、すなわちすべての検索語句が 1 つのキーワードに含まれており、

K = {K},K = T となる場合について分析する。検索語句の数にかかわらず広告主は単
一の実数をキーワードに対して入札する。簡易化のため本章では広告主のキーワード K

に対する入札値を bi ∈ R+ for i = 1, 2と表す。 キーワードが 1つしかないとき、変換さ
れた検索語句への入札値はキーワードに対する入札値と同じである。したがってすべての
検索語句 t ∈ T について bi(t) = bi となる。
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本章における分析の結果を述べる前に、広告主 i の検索語句に対する加重平均評価値
(weighted average values, WAV)を以下のように定義する。

WAVi =
1∑

t∈T δt

∑
t∈T

δtvti for each i = 1, 2. (3.1)

各検索語句に対する重みは δt = θ1t − θ2t、すなわちその検索語句のページにおける 1番
目の枠と 2番目の枠の CTRの差である。各広告主のWAVを用いると、|K| = 1の状況
では以下の通りすべてのナッシュ均衡を導出することが可能である。

命題 3.1. |K| = 1とする。一般性を失わず、WAV1 ≥ WAV2 と仮定する。戦略プロファ
イル (s1, s2) = (b1, b2)がナッシュ均衡であるための必要十分条件は、戦略プロファイル
が以下の (i),(ii)のどちらかを満たすことである。

(i) b1 ≤ WAV2 かつ b2 ≥ WAV1,

(ii) b1 ≥ WAV2 かつ b2 ≤ WAV1 かつ b1 > b2.

証明は付録を参照。
命題 3.1はこのモデルにおけるすべてのナッシュ均衡を記述している。(i)の条件を満
たすような戦略プロファイルでは広告主 2 がすべての検索語句において 1 番目の枠を獲
得している。対して (ii)の条件を満たすような戦略プロファイルでは広告主 1がすべての
検索語句において 1番目の枠を獲得している。
命題 3.1から、広告主のWAVはナッシュ均衡の境界としての役割を果たすことが分か
る。また次のような結果も導くことができる。

系 3.1. |K| = 1 とする。このとき唯一の支配戦略均衡 (s1, s2) = (b1, b2) =

(WAV1,WAV2)が存在する。

証明は付録を参照。
系 3.1は各広告主にとってWAVを入札することが唯一の支配戦略であり、支配戦略均
衡になっていることを示している。これは正直申告戦略を定義できない本モデルにおい
て、WAVが正直申告戦略と似た役割を果たしていることを意味している。本オークショ
ンにおいて、広告主たちは各検索語句に対して評価値を持っているが、入札する対象は検
索語句ではなくキーワードである。VCGメカニズムを用いたオークションでは正直申告
戦略が支配戦略均衡となるが、本オークションでは自身の評価値をそのまま入札するとい
う正直申告戦略を定義することができないのである。系 3.1の結果は本モデルにおいて、
正直申告戦略の代わりにWAVがその役割を果たすことを示している。
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命題 3.1と系 3.1の結果は図 1のように表すことができる。戦略プロファイルを R2
+ 空

間上のベクトルと考えれば、ナッシュ均衡は図中の色付き部分 (点線を含まず太線の境界
を含む)であり、支配戦略均衡は図中黒丸である。

図 1 ナッシュ均衡と支配戦略均衡

4 キーワードが 2つのケース
本章では |K| = 2、すなわちキーワードが 2つある場合について分析する。2つのキー
ワードに共通部分がない場合は、前章で分析したキーワードが 1 つであるオークション
を 2 つ行うことと同一である。したがって本章では 2 つのキーワードに共通部分がある
場合に限定して分析する。2つのキーワードをそれぞれK1,K2 で表し、K1 ∩K2 ̸= ∅と
する。このとき、キーワード構造として以下の 2つのタイプが考えられる。

(i) K1 \K2 ̸= ∅ かつ K2 \K1 ̸= ∅
(ii) K1 ⊊ K2

以降タイプ (i)のキーワード構造を「羽型」、タイプ (ii)のキーワード構造を「卵型」と呼称
する。羽型のキーワード構造では検索語句の集合が 3つの部分K1\K2, K1∩K2, K2\K1

に分けられる。K1 \K2 := X に含まれる検索語句を xで表す。同様にK1 ∩K2 := Y に
含まれる検索語句を y で、K2 \K1 := Z に含まれる検索語句を z で表す。対して卵型の
キーワード構造では検索語句の集合が 2つの部分 K1,K2 \K1 に分けられる。K1 := Y

に含まれる検索語句を y で表し、K2 \K1 := Z に含まれる検索語句を z で表す。羽型と
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卵型のキーワード構造を図示すると図 2のようになる。

図 2 羽型 (左)と卵型 (右)のキーワード構造

図からわかるように、卵型のキーワード構造は羽型のキーワード構造において X = ∅
としたものである。したがって卵型は羽型の特殊例であると言える。
(3.1)と同様に、広告主 iの X に対するWAVを次のように定義する。

WAVX
i =

1∑
x∈X δx

∑
x∈X

δxvxi for each i = 1, 2. (4.1)

X を Y や Z に置き換えることでWAVY
i やWAVZ

i も同様に定義することができる。ま
たX ∪ Y であるK1 に対するWAVK1

i や、Y ∪ Z であるK2 に対するWAVK2
i も同様に

定義可能である。

4.1 羽型タイプのグルーピング
本節ではキーワードが 2つあり、羽型タイプのグルーピングがなされている場合の均衡
を分析する。図 2で示されている通り、羽型タイプのグルーピングではキーワードK1 と
K2 に Y という共通部分がある。したがって広告主 i が si = (bi(K1), bi(K2)) という入
札を行ったとき、X と Z に含まれる検索語句にはそれぞれ bi(K1)と bi(K2)が適用され、
Y に含まれる検索語句には bi(K1)と bi(K2) のどちらか大きいほうが適用される。また
X に含まれる検索語句 xに対する変換後の入札値 bi(x)はすべての x ∈ X において同一
である。同様に、検索語句 y ∈ Y、z ∈ Z はそれぞれ同じ入札値を共有する。
以下 bi(K1) と bi(K2) の大小関係によって場合分けを行い、それぞれにおいて 2 人の
広告主が同じ値 (b1(K1) = b2(K1)かつ b1(K2) = b2(K2))を入札する戦略プロファイル
がナッシュ均衡である必要十分条件を示す。

命題 4.1. b∗(K1) > b∗(K2)であるような戦略 (b∗(K1), b
∗(K2)) ∈ R2

+ を考える。以下の
2つの条件
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1. WAVK1
1 = WAVK1

2 = b∗(K1)

2. WAVZ
1 = WAVZ

2 = b∗(K2)

が成立するとき、両広告主がどちらも戦略 (b∗(K1), b
∗(K2)) をとる戦略プロファイル

(s1, s2) = ((b∗(K1), b
∗(K2)), (b

∗(K1), b
∗(K2))) はナッシュ均衡である。また (s1, s2) =

((b∗(K1), b
∗(K2)), (b

∗(K1), b
∗(K2)))がナッシュ均衡であるとき、条件 1および 2が成立

する。

証明は付録を参照。
命題 4.1の戦略プロファイルにおいて両広告主は互いに同じ値を入札し、その値は K1

に対する入札 b∗(K1)の方が K2 に対する入札 b∗(K2)に比べて大きくなっている。この
とき、変換ルールによってK1 = X ∪ Y に属する検索語句には b∗(K1)が適用され、残り
の Z に属する検索語句には b∗(K2)が適用される。このような戦略プロファイルの下で両
広告主が同じ値を入札することが均衡となる、すなわちすべての検索語句において引き分
けであることが均衡であるためには、両広告主のWAVが K1 と Z それぞれで一致して
いる必要がある。また両広告主のWAVが一致しているときには、ちょうど一致する値を
入札値とする戦略プロファイルがナッシュ均衡となる。すなわち両広告主のWAVが一致
することが、この戦略プロファイルが均衡になることの必要十分条件になっている。
K2 への入札値のほうが大きい均衡についても、命題 4.1において X と Z を入れ替え
れば同様の条件が導出できる。すなわち K1 = X ∪ Y と Z におけるWAV についての
2 つの条件を K2 = Y ∪ Z と X における WAV についての 2 つの条件にすることで、
b∗(K1) < b∗(K2) であるような戦略を両広告主がとるナッシュ均衡についても必要十分
条件を導くことが可能である。
b∗(K1) = b∗(K2)となるようなナッシュ均衡については、次のような結果となる。

命題 4.2. b∗(K1) = b∗(K2)であるような戦略 (b∗(K1), b
∗(K2)) ∈ R2

+ を考える。b∗ :=

b∗(K1) = b∗(K2)と置き、
WAV1 = WAV2 = b∗

が成立するとき、両広告主が (b∗(K1), b
∗(K2)) = (b∗, b∗) をとる戦略プロファイル

(s1, s2) = ((b∗, b∗), (b∗, b∗)) はナッシュ均衡である。また (s1, s2) = ((b∗, b∗), (b∗, b∗))

がナッシュ均衡であるとき、上記の条件が成立する。

証明は付録を参照。
命題 4.2の結果は、前述した b∗(K1) > b∗(K2)である均衡と b∗(K1) < b∗(K2)である

11



均衡の条件を合わせたものとして解釈できる。すなわち b∗(K1) = b∗(K2)ですべての検
索語句において同じ入札値が適用されることになるのであれば、検索語句全体で両広告主
のWAVが等しくなっていなければならないのである。

4.2 卵型タイプのグルーピング
本節ではキーワードが 2つあり、卵型タイプのグルーピングがなされている場合の均衡
を分析する。図 2で示されている通り、卵型タイプのグルーピングではK1 がK2 に含ま
れており、K1 と K2 の共通部分 Y は K1 と一致する。羽型と異なり X はなく、Y と Z

のみである。このとき広告主 iが si = (bi(K1), bi(K2))という入札を行うと、Y に含ま
れる検索語句には bi(K1)と bi(K2)のどちらか大きいほうが適用され、Z には bi(K2)が
適用される。羽型と異なり、bi(K1)がそのまま適用される検索語句はない。
以下では bi(K1)と bi(K2)の大小関係によって 2つの場合に分け、それぞれにおいて 2

人の広告主が同じ値 (b1(K1) = b2(K1)かつ b1(K2) = b2(K2))を入札する戦略プロファ
イルがナッシュ均衡である必要十分条件を示す。

命題 4.3. b∗(K1) > b∗(K2)であるような戦略 (b∗(K1), b
∗(K2)) ∈ R2

+ を考える。以下の
2つの条件

1. WAVY
1 = WAVY

2 = b∗(K1)

2. WAVZ
1 = WAVZ

2 = b∗(K2)

が成立するとき、両広告主がどちらも (b∗(K1), b
∗(K2)) をとる戦略プロファイ

ル (s1, s2) = ((b∗(K1), b
∗(K2)), (b

∗(K1), b
∗(K2))) はナッシュ均衡である。また

(s1, s2) = ((b∗(K1), b
∗(K2)), (b

∗(K1), b
∗(K2)))がナッシュ均衡であるとき、条件 1およ

び 2が成立する。

証明は付録を参照。
前述した通り、本節で扱う卵型グルーピングは前節で扱った羽型グルーピングの X に
あたる部分がないものであるという点で、羽型グルーピングの特殊例であると言える。例
題 4.3の結果も、前節の命題 4.1の特殊例として捉えることができる。すなわち命題 4.1

では K1 = X ∪ Y 全体と Z でWAVが等しいという条件であったが、卵型では X にあ
たる部分が存在しないため、Y と Z でWAVが等しいという条件になっている。
次に K1 に対する入札値よりも K2 に対する入札値のほうが高いか同じである

(b∗(K1) ≤ b∗(K2)) 入札を両広告主が行うナッシュ均衡について分析する。羽型の場
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合とは異なり、卵型においては bi(K2) のほうが大きい場合はすべての検索語句に対し
て bi(K2)を適用することになる。したがって卵型においては bi(K1) < bi(K2)の場合と
bi(K1) = bi(K2)の場合を分ける必要はない。

命題 4.4. b∗(K1) ≤ b∗(K2)であるような戦略 (b∗(K1), b
∗(K2)) ∈ R2

+ を考える。
WAV1 = WAV2 = b∗(K2)

が成立するとき、両広告主が (b∗(K1), b
∗(K2)) をとる戦略プロファイル (s1, s2) =

((b∗(K1), b
∗(K2)), (b

∗(K1), b
∗(K2))) は ナ ッ シ ュ 均 衡 で あ る 。ま た (s1, s2) =

((b∗(K1), b
∗(K2)), (b

∗(K1), b
∗(K2))) がナッシュ均衡であるとき、上記の条件が成

立する。

証明は付録を参照。
卵型グルーピングでは b∗(K1) = b∗(K2) とした場合だけでなく、b∗(K1) < b∗(K2)

とした場合でもすべての検索語句で同じ入札値 (= b∗(K2)) が適用されることにな
る。したがって前節の命題 4.2 と同様、検索語句全体で WAV が等しいという条件が、
b∗(K1) < b∗(K2)の場合でも適用されるのである。

5 検索エンジンの利潤と社会余剰
本章ではこれまでの均衡分析の結果を用いて、検索エンジンの利潤および社会余剰につ
いて検討する。オークションを行うことによる社会余剰の変化だけでなく利潤も検討する
ことは重要である。なぜならグルーピングをオークションに導入するか否かを決定するの
は検索エンジンであるからである。

5.1 均衡における検索エンジンの利潤の比較
複数キーワードオークションにおいて、検索エンジンの利潤は各広告主が支払った額の
合計である。本モデルでは各検索語句のページにおいて 1番目の枠を獲得した広告主が 2

番目の枠を獲得した広告主の入札値によって定まる額を支払い、2番目の枠を獲得した広
告主は何も支払わない。したがって検索エンジンの利潤 π は一般に以下の式で表される。

π =
∑
t∈T

(δt ×min{b1(t), b2(t)}) (5.1)

まず、検索エンジンがグルーピングを導入せず、複数の検索語句をばら売りするケース
を考える。すなわち |K| = |T |となるケースである。このケースでは通常の VCGメカニ
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ズムを用いたキーワードオークション同様自らの評価値を入札する正直申告戦略が支配戦
略となり、支配戦略均衡が存在する。支配戦略均衡の下で各広告主が各検索語句に対して
自らの評価値を入札するとき、1番目の枠を獲得するのは評価値が大きいほうの広告主で
あり、支払う額は小さいほうの評価値に δ を乗じたものである。したがって均衡における
検索エンジンの利潤は

π =
∑
t∈T

(δt ×min{vt1, vt2}) (5.2)

となる。
次に、|K| = 1となるケースを考える。命題 3.1から、|K| = 1の場合はすべてのナッ
シュ均衡が導出できている。したがって均衡における検索エンジンの利潤の範囲を導出可
能である。検索エンジンの利潤が最も低くなるのは 2 番目の枠を取る広告主が 0 を入札
した場合である。対して最も高くなるのは、2番目の枠を取る広告主が、1番目の枠を取
る広告主の WAV を入札した場合である。したがって |K| = 1 となるケースにおける、
ナッシュ均衡での検索エンジンの利潤の範囲は

0 ≤ π ≤ max

{∑
t∈T

(δtWAV1),
∑
t∈T

(δtWAV2)

}
= max

{∑
t∈T

(δtvt1),
∑
t∈T

(δtvt2)

}
(5.3)

となる。
ここで

0 <
∑
t∈T

(δt ×min{vt1, vt2}) ≤ max

{∑
t∈T

(δtvt1),
∑
t∈T

(δtvt2)

}

となるから、(5.2)および (5.3)より、|K| = 1となるグルーピングを導入した場合、検索
エンジンがグルーピングなしの場合よりも高い利潤を得ることができる均衡が存在すると
言える。検索エンジンにとっては複数ある検索語句をばら売りするよりも、グループにま
とめて売ることによって利益を得ることが可能なのである。
さらに |K| = 2 のケースについて検討する。本ケースでは、第 4 章で示した命題で求
めた必要十分条件がすべて成立しているとし、命題で扱った均衡での利潤について分析
する。例えば命題 4.1で扱ったナッシュ均衡では、両広告主が両キーワードで同じ値を入
札しているから、すべての検索語句において両広告主は 1

2 の確率で 1番目の枠を獲得し、
相手の入札値によって定まる費用を支払う。また均衡における入札値はどちらの広告主も
(b∗(K1), b

∗(K2))であると同時に広告主のWAVと一致しているから、均衡における検索
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エンジンの利潤は広告主 1のWAVを用いて

π =
∑
x∈X

(δxWAVK1
1 ) +

∑
y∈Y

(δyWAVK1
1 ) +

∑
z∈Z

(δzWAVZ
1 )

= (
∑
x∈X

δx +
∑
y∈Y

δy)WAVK1
1 + (

∑
z∈Z

δz)WAVZ
1

= (
∑
x∈X

δx +
∑
y∈Y

δy)

∑
x∈X(δxvx1 ) +

∑
y∈Y (δ

yvy1 )∑
x∈X δx +

∑
y∈Y δy

+ (
∑
z∈Z

δz)

∑
z∈Z(δ

zvz1)∑
z∈Z δz

=
∑
x∈X

(δxvx1 ) +
∑
y∈Y

(δyvy1 ) +
∑
z∈Z

(δzvz1)

=
∑
t∈T

(δtvt1)

と表される。またWAVK1
1 = WAVK1

2 かつWAVZ
1 = WAVZ

2 であるとき、
∑

t∈T (δ
tvt1) =∑

t∈T (δ
tvt2)であるから、この均衡における検索エンジンの利潤は

π =
∑
t∈T

(δtvt1) =
∑
t∈T

(δtvt2) (5.4)

である。第 4章で扱った |K| = 2のケースにおけるその他の均衡についても、上記と同様
の議論から均衡における検索エンジンの利潤は (5.4)になることが導かれる。
(5.2)と (5.4)より、∑

t∈T

(δt ×min{vt1, vt2}) ≤
∑
t∈T

(δtvt1) =
∑
t∈T

(δtvt2)

であるから、複数検索語句をばら売りするよりも |K| = 2となるようにグルーピングした
ほうが利潤が高いことがわかる。また |K| = 2 のケースにおける均衡がすべて存在して∑

t∈T (δ
tvt1) =

∑
t∈T (δ

tvt2)となるとき、

max

{∑
t∈T

(δtvt1),
∑
t∈T

(δtvt2)

}
=

∑
t∈T

(δtvt1) =
∑
t∈T

(δtvt2)

である。したがって |K| = 2のケースでの検索エンジンの利潤は、|K| = 1のケースでの
均衡における利潤の最大値と一致する。以上の議論から、第 4章で扱ったような |K| = 2

のケースの均衡が存在するときには、検索エンジンは |K| = 2となるようグルーピングを
導入したほうが良い。
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5.2 均衡における社会余剰の比較
本オークションにおける社会余剰を SWと置くと、SWは以下の式で表される。

SW = u1(s1, s2) + u2(s1, s2) + π

すなわち SW は 2 人の広告主の利得と検索エンジンの利潤を足し合わせたものである。
検索エンジンの利潤は 2人の広告主の支払額の合計であるから、SWは両広告主が獲得し
た広告枠の CTRと評価値を掛け合わせ足したものであると言える。
前節同様、まず複数の検索語句をばら売りするケースを考える。前述の通り、このケー
スでは支配戦略均衡が存在し、均衡において各検索語句の 1番目の枠を獲得するのは評価
値が大きいほうの広告主である。したがって均衡における社会余剰は

SW =
∑
t∈T

(θ1t ×max{vt1, vt2}+ θ2t ×min{vt1, vt2} (5.5)

となる。
次に、|K| = 1となるケースを考える。命題 3.1から、|K| = 1の場合には「広告主 1が
すべての検索語句で 1番目の枠を獲得する」もしくは「広告主 2が全ての検索語句で 1番
目の枠を獲得する」という 2通りの均衡しかない。したがって均衡における社会余剰は

SW =

{ ∑
t∈T (θ

1tvt1 + θ2tvt2)∑
t∈T (θ

1tvt2 + θ2tvt1)
(5.6)

の 2通りである。
さらに |K| = 2のケースについて検討する。利潤についての分析同様、第 4章で示した
命題で求めた必要十分条件がすべて成立しているとし、命題で扱った均衡での社会余剰に
ついて分析する。均衡ではいずれも両広告主が両キーワードで同じ値を入札している。し
たがってすべての検索語句において広告主 1が 1番目の枠を獲得する確率が 1

2、広告主 2

が 1番目の枠を獲得する確率が 1
2 となり、均衡における社会余剰は

SW =
1

2

∑
t∈T

(θ1tvt1 + θ2tvt2) +
1

2

∑
t∈T

(θ1tvt2 + θ2tvt1) (5.7)

となる。
(5.6)と (5.7)より、|K| = 2のケースでの社会余剰は |K| = 1のケースの均衡における

2通りの社会余剰の平均になる。また (5.5)と (5.6)より、∑
t∈T

(θ1t ×max{vt1, vt2}+ θ2t ×min{vt1, vt2}) ≥
∑
t∈T

(θ1tvt1 + θ2tvt2)
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かつ ∑
t∈T

(θ1t ×max{vt1, vt2}+ θ2t ×min{vt1, vt2}) ≥
∑
t∈T

(θ1tvt2 + θ2tvt1)

であるから、|K| = 1のケースでの均衡における社会余剰よりもばら売りの場合の支配戦
略均衡における社会余剰の方が大きいことが分かる。
以上の議論より、最も社会余剰が大きくなるのはグルーピングを導入せず、検索語句を
ばら売りするときであることが分かる。前述の通り、ばら売りの場合の支配戦略均衡で
は、両広告主は自らの評価値を個々の検索語句に対して入札している。したがってオーク
ションの結果、すべての検索語句で 2人のうちより評価値が高いほうに 1番目の枠を、低
いほうに 2番目の枠を割り当てることができるため、社会余剰が最も高くなるのである。
一方グルーピングを行う場合は、広告主は検索語句ではなくキーワードに対して入札する
ため、ばら売りの場合よりも戦略の範囲が制限されている。その結果同じキーワードに属
する検索語句に対しては同じ広告枠の割り当てをすることになり、検索語句ごとの評価値
の違いを反映することができない。このような理由から、本モデルではグルーピングを導
入すると、社会余剰を最大化する均衡が達成できない。

6 おわりに
本論文では複数の検索語句を同時に扱うキーワードオークションにおいて、オークショ
ンの均衡がグルーピングの導入によってどのように影響を受けるかを分析した。具体的に
は Dhangwatnotai[2]で提案されたグルーピングの手法を用いて、複数の検索語句を扱う
キーワードオークションを定義し、均衡分析を行った。グルーピングについてはすべて
の検索語句を 1 つのキーワードとしてグルーピングするケースと 2 つのキーワードにグ
ルーピングするケースの 2 つの場合に分けた。また 2 つのキーワードにグルーピングす
るケースについてはさらに羽型と卵型の 2つのタイプのキーワード構造に分けた。そして
ばら売り、|K| = 1、|K| = 2という 3つのケースについて、検索エンジンの利潤と社会余
剰を比較した。
均衡分析の結果、いずれのケースでも広告主が検索語句についてのWAVを入札する戦
略が重要であることが分かった。|K| = 1のケースでは、すべてのナッシュ均衡を図示し
た。そして図における境界線の役割を果たすのが 2 人の広告主のWAV となっているこ
とが分かった。また両広告主が自らのWAVを入札することが唯一の支配戦略均衡となっ
ていることも明らかになった。本オークションでは検索語句に対して評価値を持っている
が入札する対象はキーワードであるから、通常の VCGオークションのように正直申告戦
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略を定義できない。したがって |K| = 1のケースでWAVを入札する戦略が支配戦略とな
ることは、WAVが本オークションにおいて正直申告と似た役割を果たすことを示唆して
いる。
|K| = 2のケースでは、羽型と卵型それぞれのキーワード構造において、両広告主が同
じ値を入札するようなナッシュ均衡の必要十分条件を求めた。|K| = 2のケースでは K1

と K2 どちらの入札値を大きくするかによって、戦略プロファイルの場合分けができる。
いずれの場合においても、両広告主のWAVが一致しているという条件が必要十分条件に
なることが分かった。この状況において両広告主にとっては、すべての検索語句において
1番目の枠を獲得することと 2番目の枠を獲得することが無差別になっている。このよう
な状況は特殊なケースであるが、このような特殊ケースであっても |K| = 1のケース同様
にWAVが重要な役割を果たしていることが明らかになった。
均衡における検索エンジンの利潤については、グルーピングを導入することで利潤が高
くなる可能性があることが分かった。複数キーワードオークションにおいてグルーピング
を導入するか否かを決定するのはオークション主催者である検索エンジンであるから、こ
の結果はグルーピングの導入をするインセンティブになると言える。ただし |K| = 2 の
ケースでは両広告主の入札値が一致するという限られた均衡での利潤でしか分析していな
い。したがって本稿で扱っていない状況において、均衡での検索エンジンの利潤が低くな
る可能性はある。
一方社会余剰の観点ではグルーピングを導入するよりも、ばら売りのほうが良いことが
分かった。これはグルーピングを導入することによって広告主が取ることができる戦略が
制限され、複数の検索語句で同じ割り当てをしなければならないことによるものである。
ばら売りならば広告主の評価値の大小に合わせて広告枠を割り当てることができるが、グ
ルーピングを導入した場合はそのような望ましい均衡を達成できないのである。
今後の課題は大きく分けて 3つある。1つ目は、キーワードが 2つのケースにおける均
衡分析の範囲を広げることである。本稿では両広告主が同じ値を入札する均衡しか分析し
ていない。したがって今後は両者の入札値が異なり、どちらの広告主が 1番目の枠をとる
かが決まるような均衡を分析する必要がある。本稿の結果から、そのような均衡において
もWAVが重要な役割を果たすのではないかと考えられる。またWAVはあるひとまとま
りの検索語句に対する評価値を加重平均した値であるが、そのほかにひとまとまりの検索
語句に対する評価値の最大値や最小値を入札するなどの戦略も考えられる。それらの戦略
が均衡となるか、またそれらの戦略とWAVを入札する戦略とを組み合わせた場合に何が
起こるかを分析するなどして、分析可能な均衡の範囲を広げることが課題の 1つである。
2つ目は、モデルの一般化をすることである。本論文における分析では広告主が 2人し
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かいないために各検索語句について広告枠が 2 つずつしかない。したがってキーワード
オークションに特徴的な、複数の枠を扱うために均衡が広くなるという状況をとらえきれ
ていないという課題がある。また検索語句をグルーピングしたキーワードの数も、1つか
2つと限定的である。キーワードの個数を 3つ以上に増やした場合に均衡がどのようにな
るか、WAVを入札する戦略が依然として均衡になりうるのかを分析する必要がある。ま
た本論文では広告枠の配分と費用の決定について VCG メカニズムを用いたが、これを
GSPメカニズムなどほかのメカニズムに変えることによって、グルーピングの有効性や
均衡の実現がどのように変化するのかを明らかにすることも有用である。
3つ目は、本論文の成果をもとに実験によってグルーピングの影響を分析することであ
る。本論文で用いた複数の検索語句を扱うオークションは、モデルに含まれるプリミティ
ブの多さゆえに、理論的な分析が困難である。例えばキーワードの個数を任意とした場
合、本論文のように羽型・卵型といった単純な場合分けではすべての場合を網羅できな
い。またグルーピングという手法自体もいまだ十分議論されていない手法であるから、実
験によって効果を検証することも必要である。また理論分析と実際の人間の行動は異なる
ため、グルーピングを導入したときの被験者の行動の変化や、本論文で扱った均衡が実現
するかを実験によって検証することによって、興味深い結果を得られると考えられる。
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付録
命題 3.1の証明
証明. 戦略プロファイル (s1, s2) = (b1, b2)が (i)を満たすとき、(s1, s2)はナッシュ均衡
であることを示す。b1 ≤ WAV2 のとき、WAVの定義から、

b1 ≤ WAV2

⇔ b1 ≤
∑

t∈T (δ
tvt2)∑

t∈T δt

⇔
∑
t∈T

δt × b1 ≤
∑
t∈T

(δtvt2)

⇔
∑
t∈T

(δtb1) ≤
∑
t∈T

(θ1t − θ2t)vt2

⇔
∑
t∈T

(θ2tvt2) ≤
∑
t∈T

(θ1tvt2 − δtb1) (A.1)

が成り立つ。(A.1)より、広告主 1の入札値 b1 に対して広告主 2が勝つような戦略が最
適反応戦略になる。同様に b2 ≥ WAV1 が成り立つとき、

b2 ≥ WAV1

⇔ b2 ≥
∑

t∈T (δ
tvt1)∑

t∈T δt

⇔
∑
t∈T

δt × b2 ≥
∑
t∈T

(δtvt1)

⇔
∑
t∈T

(δtb2) ≥
∑
t∈T

(θ1t − θ2t)vt1

⇔
∑
t∈T

(θ2tvt1) ≥
∑
t∈T

(θ1tvt1 − δtb2) (A.2)

が成り立ち、広告主 2 の入札値 b2 に対して広告主 1 が負けるような戦略が最適反応戦
略になる。仮定よりWAV1 ≥ WAV2 であるから (s1, s2) = (b1, b2)が (i)を満たすとき、
b2 ≥ b1 となっている。したがって (A.1), (A.2)が成り立つとき、どちらも相手の戦略に
対する最適反応戦略をとっているため、戦略プロファイル (s1, s2)はナッシュ均衡である。
(s1, s2) = (b1, b2)が (ii)を満たすときは、(A.1), (A.2)の不等号を逆にすることによっ
て、∑

t∈T (θ
2tvt2) ≥

∑
t∈T (θ

1tvt2 − δtb1)および
∑

t∈T (θ
2tvt1) ≤

∑
t∈T (θ

1tvt1 − δtb2)が
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得られる。すなわち広告主 1は広告主 2の入札値 b2 に対して勝つような戦略が最適反応
戦略であり、広告主 2は広告主 1の入札値 b1 に対して負けるような戦略が最適反応戦略
である。したがって、(ii)の条件の下で b1 ≥ b2 となる戦略プロファイル (s1, s2)では互
いに相手の戦略に対する最適反応戦略をとっているから、(s1, s2)はナッシュ均衡である。
最後に戦略プロファイル (s1, s2) = (b1, b2)がナッシュ均衡であるとき、(i)または (ii)

を満たすことを示す。|K| = 1のときのナッシュ均衡は、b1 ≥ b2 となっているか b1 ≤ b2

となっているかのどちらかである。ナッシュ均衡において b1 ≥ b2 となっているならば、
広告主 1の利得 u1(s1, s2)について以下の不等式が成立する。∑

t∈T

(θ1tvt1 − δtb2) ≥
∑
t∈T

(θ2tv1) (A.3)

すなわち、広告主 1は b2 に対して勝つような戦略が最適反応戦略になっている。そして
(A.3)を変形することによって、∑

t∈T

(θ1tvt1 − δtb2) ≥
∑
t∈T

(θ2tv1)

⇔
∑
t∈T

(θ1tvt1 − θ2tvt1) ≥
∑
t∈T

(δtb2)

⇔
∑
t∈T

(δtvt1) ≥
∑
t∈T

δt × b2

⇔
∑

t∈T (δ
tvt1)∑

t∈T δt
≥ b2

⇔ WAV1 ≥ b2 (A.4)

が得られる。一方広告主 2 は b1 に対して負けるような戦略が最適反応戦略になるから、
同様に変形すると ∑

t∈T

(θ1tvt2 − δtb1) ≤
∑
t∈T

(θ2tv2)

⇔
∑
t∈T

(θ1tvt2 − θ2tvt2) ≤
∑
t∈T

(δtb1)

⇔
∑
t∈T

(δtvt2) ≤
∑
t∈T

δt × b1

⇔
∑

t∈T (δ
tvt2)∑

t∈T δt
≤ b1

⇔ WAV2 ≤ b1 (A.5)

が得られる。したがって (A.4)および (A.5)より、条件 (i)が成立する。
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逆にナッシュ均衡において b1 ≤ b2 となっているならば、両広告主の利得から以下の 2

つの式が成立する。 ∑
t∈T

(θ1tvt1 − δtb2) ≤
∑
t∈T

(θ2tv1)

∑
t∈T

(θ1tvt2 − δtb1) ≥
∑
t∈T

(θ2tv2)

これらの式を変形すると、それぞれ以下のような式が得られる。∑
t∈T

(θ1tvt1 − δtb2) ≤
∑
t∈T

(θ2tv1)

⇔
∑
t∈T

(θ1tvt1 − θ2tvt1) ≤
∑
t∈T

(δtb2)

⇔
∑
t∈T

(δtvt1) ≤
∑
t∈T

δt × b2

⇔
∑

t∈T (δ
tvt1)∑

t∈T δt
≤ b2

⇔ WAV1 ≤ b2 (A.6)

∑
t∈T

(θ1tvt2 − δtb1) ≥
∑
t∈T

(θ2tv2)

⇔
∑
t∈T

(θ1tvt2 − θ2tvt2) ≥
∑
t∈T

(δtb1)

⇔
∑
t∈T

(δtvt2) ≥
∑
t∈T

δt × b1

⇔
∑

t∈T (δ
tvt2)∑

t∈T δt
≥ b1

⇔ WAV2 ≥ b1 (A.7)

そして (A.6)および (A.7)より、条件 (ii)が成立する。
以上の議論から、戦略プロファイル (s1, s2) = (b1, b2) がナッシュ均衡であるとき、

(s1, s2) = (b1, b2)は (i)または (ii)を満たす。

系 3.1の証明
証明. 命題 3.1 の証明より、b2 ≥ WAV1 のとき、広告主 1 にとっては b2 ≤ b1 となる
ような b1 を入札することが最適反応戦略である。したがってこの状況では b1 = WAV1
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となる戦略も最適反応戦略である。対して b2 ≤ WAV1 のとき、広告主 1 にとっては
b2 ≥ b1 となるような b1 を入札することが最適反応戦略である。したがってこの状況では
b1 = WAV1となる戦略も最適反応戦略である。ゆえに、広告主 1の b1 = WAV1という戦
略が他の戦略を支配するから、b1 = WAV1 という戦略は支配戦略である。またこのほか
に広告主 1にとっての支配戦略は存在しない。同様の議論から、広告主 2の b2 = WAV2

という戦略は唯一の支配戦略である。したがって、(s1, s2) = (WAV1,WAV2) という戦
略プロファイルは唯一の支配戦略均衡である。

命題 4.1の証明
第一に (s1, s2)がナッシュ均衡ならば条件 1と 2を満たすことを示す。
(s1, s2)がナッシュ均衡であることから、広告主 1にとって、s2 = (b∗(K1), b

∗(K2))に
対して両キーワードで同じ値を入札することが最適反応戦略になっている。広告主 1が両
キーワードで同じ値を入札するとすべての検索語句で引き分けになるから、広告主 1の利
得は∑
x∈X

1

2
[θ1xvx1−δxb∗(K1)+θ2xvx1 ]+

∑
y∈Y

1

2
[θ1yvy1−δyb∗(K1)+θ2yvy1 ]+

∑
z∈Z

1

2
[θ1zvz1−δzb∗(K2)+θ2zvz1 ]

(A.8)

となる。対して b∗(K1) > b∗(K2)であることを踏まえたうえで、「K1 で勝ち、K2 で負け
る」「K1 で同じ値を入札し、K2 で勝つ」「K1 で同じ値を入札し、K2 で負ける」「K1 で
負け、K2 で同じ値を入札する」ときの広告主 1の利得を考える。両キーワードで同じ値
を入札することが最適反応になっていることから、以下の 4つの式が得られる。∑

x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗(K1))− (θ2xvx1 )]

+
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] ≤ 0 (A.9)

∑
x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗(K1))− (θ2xvx1 )]

+
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] ≥ 0 (A.10)

∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2xvz1)] ≤ 0 (A.11)∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2xvz1)] ≥ 0 (A.12)
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(A.9)と (A.10)より∑
x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗(K1))− (θ2xvx1 )] +
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] = 0 (A.13)

が得られ、(A.11)と (A.12)から∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2xvz1)] = 0 (A.14)

が得られる。(A.13)を変形すると、∑
x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗(K1))− (θ2xvx1 )] +
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] = 0

⇔
∑
x∈X

(δxvx1 ) +
∑
y∈Y

(δyvy1 ) = (
∑
x∈X

δx +
∑
y∈Y

δy)b∗(K1)

⇔
∑

x∈X(δxvx1 ) +
∑

y∈Y (δ
yvy1 )∑

x∈X δx +
∑

y∈Y δy
= b∗(K1)

⇔ WAVK1
1 = b∗(K1) (A.15)

が得られる。同様に (A.14)を変形すると、∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2xvz1)] = 0

⇔
∑
z∈Z

(δzvz1) =
∑
z∈Z

δzb∗(K2)

⇔
∑

z∈Z(δ
zvz1)∑

z∈Z δz
= b∗(K2)

⇔ WAVZ
1 = b∗(K2) (A.16)

が得られる。
広告主 2についても s1 = (b∗(K1), b

∗(K2))に対して両キーワードで同じ値を入札し引
き分けになることが最適反応戦略になっていることから、広告主 1と同様の議論より以下
の 2つの式が得られる。

WAVK1
2 = b∗(K1) (A.17)

WAVZ
2 = b∗(K2) (A.18)

(A.15), (A.16), (A.17), (A.18)より、(s1, s2)がナッシュ均衡ならば条件 1と 2を満たす。
第二に条件 1と 2を満たすならば (s1, s2)がナッシュ均衡であることを示す。
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条件 1よりWAVK1
1 = b∗(K1)であり、これを変形すると

WAVK1
1 = b∗(K1)

⇔
∑

x∈X(δxvx1 ) +
∑

y∈Y (δ
yvy1 )∑

x∈X δx +
∑

y∈Y δy
= b∗(K1)

⇔
∑
x∈X

(δxvx1 ) +
∑
y∈Y

(δyvy1 ) = (
∑
x∈X

δx +
∑
y∈Y

δy)b∗(K1)

⇔
∑
x∈X

(θ1xvx1 − δxb∗(K1)) +
∑
y∈Y

(θ1yvy1 − δyb∗(K1))

=
∑
x∈X

(θ2xvx1 ) +
∑
y∈Y

(θ2yvy1 ) (A.19)

が成り立つ。(A.19)は広告主 1にとって K1 で勝つことと負けることの利得が変わらな
いことを表している。Z についてもK1 同様に条件 2を変形させることで∑

z∈Z

(θ1zvz1 − δzb∗(K2)) =
∑
z∈Z

(θ2zvz1) (A.20)

を得、広告主 1 にとって K2 で勝つことと負けることの利得は変わらないと言える。
(A.19) と (A.20) より、広告主 2 の (b∗(K1), b

∗(K2)) という入札に対して広告主 1 が
(b∗(K1), b

∗(K2))を入札し引き分けとなることは、最適反応戦略である。
同様に広告主 2についても条件 1と 2から、広告主 1の (b∗(K1), b

∗(K2))という入札に
対して同じく (b∗(K1), b

∗(K2)) を入札し引き分けとなることは最適反応戦略となる。し
たがって互いに相手の戦略に対して最適反応戦略をとっているから、(s1, s2)はナッシュ
均衡である。

命題 4.2の証明
命題 4.1の証明と同様の手順で示すことができる。広告主１が両キーワードで広告主 2

の入札値 (b∗(K1), b
∗(K2)) と同じ値を入札することによって得られる利得は (A.8) の通

りである。このとき b∗(K1) = b∗(K1) = b∗ であることを踏まえ、「K1,K2 両方で勝つ」
「K1,K2 両方で負ける」ときの利得を考える。両キーワードで同じ値を入札することが最
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適反応になっていることから、以下の 2つの式が得られる。∑
x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗)− (θ2xvx1 )] +
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗)− (θ2yvy1 )]

+
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗)− (θ2zvz1)] ≤ 0∑
x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗)− (θ2xvx1 )] +
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗)− (θ2yvy1 )]

+
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗)− (θ2zvz1)] ≥ 0

2つの式を合わせ、変形すると∑
x∈X

[(θ1xvx1 − δxb∗)− (θ2xvx1 )] +
∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗)− (θ2yvy1 )]

+
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗)− (θ2zvz1)] = 0

⇔
∑

x∈X(δxvx1 ) +
∑

y∈Y (δ
yvy1 ) +

∑
z∈Z(δ

zvz1)∑
x∈X δx +

∑
y∈Y δy +

∑
z∈Z δz

= b∗

⇔ WAV1 = b∗ (A.21)

が得られる。広告主 2についても同様の議論から

WAV2 = b∗ (A.22)

が得られるから、(A.21),(A.22)より、(s1, s2)がナッシュ均衡ならば条件を満たす。
広告主 1の評価値についての条件WAV1 = b∗ が成立するとき、変形すると∑

x∈X

(θ1xvx1−δxb∗)+
∑
y∈Y

(θ1yvy1−δyb∗)+
∑
z∈Z

(θ1zvz1−δzb∗) =
∑
x∈X

(θ2xvx1 )+
∑
y∈Y

(θ2yvy1 )+
∑
z∈Z

(θ2zvz1)

が得られ、すべての検索語句において勝つことと負けることの利得が変わらないことが
わかる。したがって広告主 2 の s2 = (b∗, b∗) に対して広告主 1 が (b∗, b∗) を入札し引
き分けとなることは最適反応である。広告主 2 についても同様の議論から、広告主 1 の
s1 = (b∗, b∗)に対して (b∗, b∗)を入札することは最適反応であるから、(s1, s2)はナッシュ
均衡である。

命題 4.3の証明
第一に (s1, s2)がナッシュ均衡ならば条件 1と 2を満たすことを示す。
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(s1, s2) がナッシュ均衡であることから、広告主 1 にとって、広告主 2 の s2 =

(b∗(K1), b
∗(K2))に対して両キーワードで同じ値を入札することが最適反応戦略になって

いる。広告主 1が両キーワードで広告主 2と同じ値を入札し引き分けになったとき、広告
主 1の利得は∑

y∈Y

1

2
[θ1yvy1 − δyb∗(K1) + θ2yvy1 ] +

∑
z∈Z

1

2
[θ1zvz1 − δzb∗(K2) + θ2zvz1 ] (A.23)

となる。b∗(K1) > b∗(K2)であることを踏まえ、「K1 で勝ち、K2 で同じ値を入札する」
「K1 で負け、K2 で同じ値を入札する」「K1 で同じ値を入札し、K2 で勝つ」「K1 で同じ
値を入札し、K2 で負ける」ときの広告主 1の利得を考える。両キーワードで同じ値を入
札することが最適反応になっていることから、以下の 4つの式が得られる。∑

y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] ≤ 0 (A.24)

∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] ≥ 0 (A.25)

∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] ≤ 0 (A.26)∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] ≥ 0 (A.27)

(A.24)と (A.25)から ∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] = 0 (A.28)

が得られ、(A.26)と (A.27)から∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] = 0 (A.29)

が得られる。(A.28)を変形すると∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K1))− (θ2yvy1 )] = 0

⇔
∑
y∈Y

(δyvy1 ) =
∑
y∈Y

(δyb∗(K1))

⇔
∑

y∈Y (δ
yvy1 )∑

y∈Y δy
= b∗(K1)

⇔ WAVY
1 = b∗(K1) (A.30)
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となり、(A.29)を変形すると∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δyb∗(K2))− (θ2zvz1)] = 0

⇔
∑
z∈Z

(δzvz1) =
∑
z∈Z

(δyb∗(K2))

⇔
∑

z∈Z(δ
zvz1)∑

z∈Z δz
= b∗(K2)

⇔ WAVZ
1 = b∗(K2) (A.31)

となる。広告主 2について、s1 = (b∗(K1), b
∗(K2))に対して両キーワードで同じ値を入

札することが最適反応戦略になっているから、広告主 1と同様の議論より以下の 2つの式
が成り立つ。

WAVY
2 = b∗(K1) (A.32)

WAVZ
2 = b∗(K2) (A.33)

(A.30), (A.31), (A.32), (A.33)より、(s1, s2)がナッシュ均衡であるならば条件 1と 2が
成立する。
一方条件 1 と 2 が成立するとき、広告主 1 の評価値についてWAVY

1 = b∗(K1) かつ
WAVZ

1 = b∗(K2)が成り立つ。それぞれ変形すると

WAVY
1 = b∗(K1)

⇔
∑

y∈Y (δ
yvy1 )∑

y∈Y δy
= b∗(K1)

⇔
∑
y∈Y

(δyvy1 ) =
∑
y∈Y

δyb∗(K1)

⇔
∑
y∈Y

(θ1yvy1 − δyb∗(K1)) =
∑
y∈Y

(θ2yvy1 ) (A.34)

WAVZ
1 = b∗(K2)

⇔
∑

z∈Z(δ
zvz1)∑

z∈Z δz
= b∗(K2)

⇔
∑
z∈Z

(δzvz1) =
∑
z∈Z

δzb∗(K2)

⇔
∑
z∈Z

(θ1zvz1 − δzb∗(K2)) =
∑
z∈Z

(θ2zvz1) (A.35)

となる。(A.34) および (A.35) は、それぞれ広告主 1 にとって K1 と K2 で勝つこと
と負けることの利得が変わらないことを表している。したがって広告主 2 の s2 =
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(b∗(K1), b
∗(K2)) に対して広告主 1 が (b∗(K1), b

∗(K2)) を入札し引き分けとなることは
最適反応戦略となる。
同様に広告主 2についても条件 1と 2から、広告主 1の s1 = (b∗(K1), b

∗(K2))に対し
て (b∗(K1), b

∗(K2)) を入札することは最適反応戦略である。したがって互いに相手の戦
略に対して最適反応戦略をとっているから、(s1, s2)はナッシュ均衡である。

命題 4.4の証明
(s1, s2) がナッシュ均衡であることから、広告主 1 にとって、広告主 2 の s2 =

(b∗(K1), b
∗(K2))に対して両キーワードで同じ値を入札することが最適反応戦略になって

いる。広告主 1 が両キーワードで同じ値を入札したときの利得は (A.23) の通りである。
b∗(K1) ≤ b∗(K2)であることを踏まえ、「K2 = Y ∪ Z で勝つ」「K2 で負ける」ときの広
告主 1 の利得を考える。両キーワードで広告主 2 と同じ値を入札することが最適反応戦
略になっていることから、以下の 2つの式が得られる。∑

y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K2))− (θ2yvy1 )] +
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] ≤ 0 (A.36)

∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K2))− (θ2yvy1 )] +
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] ≥ 0 (A.37)

(A.36)と (A.37)を合わせると∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K2))− (θ2yvy1 )] +
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] = 0

となり、これを変形すれば∑
y∈Y

[(θ1yvy1 − δyb∗(K2))− (θ2yvy1 )] +
∑
z∈Z

[(θ1zvz1 − δzb∗(K2))− (θ2zvz1)] = 0

⇔
∑
y∈Y

(δyvy1 ) +
∑
z∈Z

(δzvz1) = (
∑
y∈Y

δy +
∑
z∈Z

δz)b∗(K2)

⇔
∑

y∈Y (δ
yvy1 ) +

∑
z∈Z(δ

zvz1)∑
y∈Y δy +

∑
z∈Z δz

= b(K2)

⇔ WAV1 = b∗(K2) (A.38)

となる。広告主 2 についても同様の議論から WAV2 = b∗(K2) となることが分かる。
(A.38)と合わせれば、(s1, s2)がナッシュ均衡であるならWAV1 = WAV2 = b∗(K2)が
成り立つことが言える。
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一方WAV1 = b∗(K2)が成立するとき、

WAV1 = b∗(K2)

⇔
∑

y∈Y (δ
yvy1 ) +

∑
z∈Z(δ

zvz1)∑
y∈Y δy +

∑
z∈Z δz

= b∗(K2)

⇔
∑
y∈Y

(θ1yvy1 − δyb∗(K2)) +
∑
z∈Z

(θ1zvz1 − δzb∗(K2)) =
∑
y∈Y

(θ2yvy1 ) +
∑
z∈Z

(θ2zvz1)

であるから、広告主 1にとって K2 = Y ∪ Z 全体で勝つことと負けることの利得は変わ
らない。したがって広告主 2 の s2 = (b∗(K1), b

∗(K2)) という入札に対して広告主 1 が
(b∗(K1), b

∗(K2)) を入札し引き分けとなることは最適反応戦略となる。同様に広告主 2

についても、WAV2 = b∗(K2) から広告主 1 と同じ値を入札することが最適反応戦略に
なることが導かれる。ゆえに互いに相手の戦略に対して最適反応戦略をとっているので、
(s1, s2)はナッシュ均衡である。
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