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要旨 

 

本稿は，資産の投資収益率が算術的ブラウン運動にしたがう場合の共分散の一致推定量を

提示し，Isserlis の定理(1918)を利用して，その期待値と分散を初めて導出した。ビッグデ

ータが利用可能な環境においては，共分散およびそれに基づく CAPM のベータの推定は

改善するものの，推定誤差は解消しないことが示された。この結果は，期待収益率推定に

標本数の増加が何ら役に立たないという Merton(1980)の結果を補強するものであり，近年

のビッグデータが利用可能な環境においても，その全てを利用するメリットは限られてい

ることを示唆している。なお，分析の副産物として，Isserlis の定理の別証明を提示し

た。 

 この結果を受け，ビッグデータ環境下においては，同質的確信は成立しないと考え, 

Lintner(1969)の異質的確信 CAPM を利用して，各投資家が信ずる期待収益率と代表的経済

主体が認識する期待収益率の乖離をアルファとして定義した。代表的経済主体モデルに基

づき，正のアルファの獲得は負のアルファの犠牲のもとの可能となるメカニズムを主体的

均衡および市場均衡の帰結として明らかにした。 
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1. はじめに 

 

 アルファとは何か。端的に言えば，それは資本資産価格モデル(CAPM)が成立すること

を前提に，(ベータ，期待収益率)平面上の当該資産，あるいはポートフォリオを表す点

と，同じベータに対応する証券市場線の期待収益率との縦軸方向の差のことである。

CAPM が成立する市場では，すべての証券，ポートフォリオは例外なく証券市場線上に

位置するので，アルファの期待値はつねにゼロである。したがって，アルファが事前に正

あるいは負であるような状況は，CAPM では説明できない。CAPM の最も重要な主張

は，市場ポートフォリオが平均分散効率的であるというものである。その論理的帰結とし

て，ベータと期待超過収益率が線形に関係するため，この線形性のテストが，単純な線形

回帰分析によって行われてきた経緯がある。内外の実証分析の太宗は，ベータが期待収益

率の決定において，ある程度の説明力を持つことを明らかにしたものの，Fama and 

French(1993)，Carhart(1997)によって，ベータに加えて，企業規模，簿価時価比率，モメ

ンタムといった説明変数を用いると，より説明力が高くなることが報告されている。1 

 投資信託のパフォーマンス評価に最も頻繁に利用される指標は，Jensen のアルファとよ

ばれる尺度であり，冒頭で述べたように，証券市場線と当該投資信託の縦軸方向での距離

である。この Jensen(1968)による評価指標は，当然，CAPM が成立することを前提してい

るが，そのような市場で恒常的に正あるいは負のアルファを実現することは不可能であ

る。その理由は，標準的な CAPM の導出においては，すべての投資家が，リスク資産の

投資収益率の確率分布について同一の期待形成，すなわち，同質的期待形成を行う結果，

同一の確率分布の母数を信ずる同質的確信(homogeneous beliefs)を仮定するからである。

同質的確信を仮定する根拠としては，証券売買に伴う過去の証券価格は投資家にとってほ

ぼ無料で入手可能な公開情報であり，これらを観測することから推定される期待収益率，

分散，および共分散という母数の推定値は，投資家毎に大きく変わらないだろうという素

朴な議論があげられてきた。2 

 現在，株式市場において，ビッグデータと呼ばれる，包括的かつ大規模なデータ利用可

能になっている。投資家はこれらのデータに容易にアクセスできるため，各銘柄のリス

ク・リターンについて膨大な情報が得られることになった。したがって，投資家がこれら

の情報を合理的に利用，解釈するならば，同質的確信の仮定はより妥当性をもつ状況にな

ってきたといえるだろうか。答えは否である。Merton(1980)の先駆的な分析によって，期

待収益率の推定は，分散推定に比して，標本数が増加しても全く改善されないことが明ら

 
1 我が国では，小林・芹田(2009)が報告しているように，ベータの大小にかかわらず，簿

価時価比率が高いバリュー株(割安株)への投資が，証券市場線より上に位置するパフォー

マンスを上げることが知られている。 

 

2 Bernstein(1991,pp.194-95)によれば，この仮定が「ばかげている(preposterous)」という 

Journal of Finance 誌編集長の見解によって，後日，ノーベル賞受賞の対象となるSharpe(19

64)は，編集長が変わるまで雑誌掲載を拒否されている。 
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かになっている。本稿は，まず Merton の分析を土台に，共分散推定について，標本数の

増加と推定誤差の関係を明らかにする。Merton の分散推定量の推定誤差に誤りがあるこ

と，および共分散推定量は標本数が増加すると推定誤差は減少するものの，下限が存在す

ることは本稿が初めて明らかにするものである。 

 推定量と推定誤差の分析を受け，投資家は，期待収益率ベクトルには異質的確信，すな

わち投資家が異なれば異なるパラメターの値を信ずるという状況を，投資収益率の共分散

行列には同質的確信を仮定した Lintner (1969)の平均分散モデルを利用する。各投資家の

平均分散選好を仮定した主体的均衡と整合的な市場均衡を表現するため，各投資家の選好

きは異なる絶対的リスク許容度をもつ指数型効用で表され，証券の投資収益率は期待収益

率にかんする異質的確信を前提した多次元正規分布に従うと仮定する。これらの仮定のも

とで代表的経済主体を構築し，彼にとっての証券市場線，すなわち市場で成立する証券市

場線を導出する。その結果，事前の意味においても，正あるは負のアルファが完全競争市

場において存在すること，ビッグデータ環境下においても，正のアルファの源泉は負のア

ルファという犠牲の存在であり，アルファ獲得競争はゼロサム・ゲームであることを投資

家の主体的均衡と市場均衡が実現する帰結として明らかにする。 

 本稿の構成であるが，まず 2 節でビッグデータ環境下における期待収益率，分散および

共分散の推定について検討する。第 3 節では異質的確信のもとでの投資家の主体的均衡か

ら主観的証券市場線を導出する。第 4 節では市場均衡を実現する，代表的経済主体にとっ

ての証券市場線を導く。第 5 節では異質的確信下でのアルファ獲得競争はゼロサムゲーム

であることを示す。第 6 節は結論と今後の検討事項が述べられる。 

   

 

2. ビッグデータと期待収益率，分散，共分散の推定 

 

2.1 期待収益率および分散の推定 

 

まず，Merton(1980)が示した結果，すなわち，期待収益率の推定が分散推定に比べ

て著しく困難である理由を解説する。 

 以下では，条件付き確率分布が正規分布となる算術的ブラウン運動（ドリフト付き

ウィーナー過程）を，一般的に，  

 t X X X ,tdX dt dZ = +
                           

(1) 

と表す。 X ， X は定数であり， X ,tZ は確率過程 tX に不確実性を与えるブラウン

運動である。 tX は，個別銘柄あるいはポートフォリオの連続複利表示の投資収益率を

念頭においているが，この確率過程に従う変数であれば以下の議論はそれらのすべて

の変数について成立するので，一般的に tX という変数を用いている。 

 いま，観測期間を h で表し，これを n 等分した観測インターバル h / n = ごとに，
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確率過程 tX の実現値が観測できると仮定する。このとき，第  ( )1 2k , , ,n イン

ターバルの終了時点における観測値を kX ，その事前の値を確率変数 kX と表せば，算

術的ブラウン運動の性質より， 

 ( )N 0 1k X X Xk XkX , ,   =  + 
                    

(2) 

と記述することができる。 Xk は，観測インターバルごとに独立な平均 1，分散 0 の

i.i.d.正規分布に従う確率変数である。 

 まず，平均 X の推定について述べる。単位時間当たりの kX は， kX / で与えられ

るが，これは投資収益率でいえば，の表示単位が「年」のときには年率表示連続複

利投資収益率を表す。平均推定量 X̂ として標本平均を用いると， n h = に注意して， 

 
1 1 1

1 1 1n n n
k

X k k

k k k

X
ˆ X X

n n h


= = =

= = =
 

                       
(3) 

となる。この推定量の期待値と分散は， 

   ( )
1

1 1
E E

n

X k X X

k

ˆ X n
h h

  
=

 = =  =                     
(4) 

   ( )
2

2 2

2 2 2
1 1

1 1 1
Var Var

n n
X

X k X X

k k

ˆ X n
hh h h


  

= =

 = =  =  =             
(5) 

となる。推定量 X̂ の正確さは上式の分散で評価できるが，これは観測期間 h にのみ

依存しており，観測インターバルを細分化して観測回数 n を増加させても，推定量の

正確さはまったく改善しないことがわかる。 

 次に，分散の推定は，平均を控除せず，次の一致推定量を採用する。 

 
2 2

1

1 n

X k

k

ˆ X
h


=

=                                
(6) 

ここで， k X X XkX   = +  であったので，上式右辺に代入して計算すると， 

 ( )2 2 2 2 2

1 1 1

1
2

n n n

X X X X Xk X Xk

k k k

ˆ
h

      
= = =

 
=  +   +  

 
    
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2

2 2

1 1

2 n n
X X X

X Xk Xk

k kn n

  
  

= =

=  +  +                   
(7) 

であるから，この推定量の期待値と分散を求めると， 

  
2

2 2 2

1 1

2
E E E

n n
X X X

X X Xk Xk

k k

ˆ
n n

  
   

= =

   =  +  +
      

      2 2 2E 0 E 1X X Xk Xk

h
,

n
     = + = =

                 
(8) 

  
22 2

2 22
Var Var VarX X X

X Xk Xk
ˆ n n

n n

  
  

     =    +           

 

      
2

2 2 2
2

2

4
2 Var 1 Var 2X X X

Xk Xkn n ,
nn

  
 

 
  =  +  = =      

 

 

     

2 2 4

2

4 2X X Xh
nn

  
= +

                        
(9) 

を得る。3 2 2E X X̂   
 

ゆえ，この推定量は不偏ではないものの，計測期間 h を所与と

するとき，観測回数 n がある程度大きければ，誤差 2
X

h

n
 は無視可能となるので，平

均 X を推定する必要がなく，自由度を 1 つ節約することができる。推定精度を表す

2Var X̂ 
 

をみると，所与の計測期間 h のもとで，観測回数 n に依存しており，観測

回数を増加させれば誤差はゼロへ収束することがわかる。 

 

2.2 共分散の推定 

 

 Merton(1980)では検討されていないが，共分散の推定も，分散の推定と同様に平均

 

3上の式変形で
2Var 2Xk  =

 
となる理由は，標準正規分布の 4 次積率が

4E 3Xk  =
 

ゆえ，

( ) ( )
22

2 2 2 4Var E E E 1 3 1 2Xk Xk Xk Xk   
      = − = − = − =
       

となるからである。なお，

分散推定量の分散を求めた Merton (1980，p.356)の(A.5)式では 2
X が抜けており，誤植

と思われる。 
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を控除しない推定量を利用できる。すなわち，もう一方の算術的ブラウン運動に従う

確率過程 tY を与える確率微分方程式を， 

 t Y Y Y ,tdY dt dZ = +
                           

(10) 

とし， tX との瞬間的な相関係数を， 

 X ,t Y ,t XYdZ dZ dt = , 1 1XY−  
                    

(11) 

とする。 tX と同様に，観測インターバルを h / n = とし，第  ( )1 2k , , ,n イン

ターバルの終了時点における観測値を kY ，その事前の値を確率変数 kY とすれば， 

 ( )N 0 1k Y Y Yk YkY , ,   =  +   

である。ここでは，2 つｓの確率変数 kX と kY の実現値を，同時刻に観測できること

を仮定している。共分散の推定量として， 

 
1

1 n

XY k k

k

ˆ X Y
h


=

=                               
(12) 

を採用する。計算の詳細は付録に譲るが，この推定量の期待値と分散を求めると， 

  E XY X Y XY

h
ˆ

n
   = +

                         
(13) 

  
2 2 2 2 2 2

2

2 2

2
Var X Y Y X X Y XY X Y

XY XY
ˆ h h h

n nn n

        
 = + + + +

         
(14) 

を得る。4上の結果は，著者が知る限り，本稿が初めて提示するものである。(13)式が

示すとおり，この推定量は不偏ではないが，分散推定量同様に観測数 n を増加させる

と，誤差 X Y

h

n
  は無視可能となること，また，(14)式をみると，観測数の増加によっ

て推定量の分散も減少し，より精緻な推定が可能となることがわかる。ただし，分散

推定量とは異なり，観測数 n を増加させても推定量の分散はゼロには収束しない。 

 

 
4共分散推定量の分散の計算において，4つの互いに相関をもつ標準正規分布変数の積の期待値

が，  1 2 3 4 12 34 13 24 14 23E          = + + となる性質（Isserlisの定理，Isserlis(1918)）を利

用した。付録２では，伊藤の補助定理を利用した，Isserlisの定理の新しい証明を提示した。 
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2.3 ビッグデータの利用の含意 

 

 現在，株式市場における大量の取引データを投資家が利用可能な状況になってきてい

る。いわゆるビッグデータを投資家が利用可能な状況において，平均分散分析に必要とさ

れる期待収益率，共分散，分散の推定は，その精度を高めることができるのであろうか。

上述の分析によれば，株価変動の不確実性がブラウン運動によってもたらされるときに

は，その分散推定量の分散は利用可能な標本数の増加によってゼロに収束し，ビッグデー

タは劇的な推定精度の向上をもたらすことが予測できる。その一方で，期待収益率の推定

においては，観測数の増加は何ら推定精度の向上をもたらさず，ビッグデータは無用の長

物である。共分散の推定では，観測数の増加は共分散推定量の分散はゼロには収束しない

ものの，一定値まで減少させる効果があるので，ビッグデータは推定精度をかなりの程

度，向上させることが予想できる。 

 標準的な資産資本価格理論では，期待収益率ベクトル，共分散行列に同質的確信を仮定

する。同質的確信という強い仮定の背後には，投資家は過去に実現した株価を観測可能で

あるので，それら同一の観測値から推定されるパラメターは，観測数の増加に伴い同一の

値に収束するだろうというナイーブな予想が置かれている。ビッグデータ環境下におい

て，分散推定および共分散推定については同質的確信はある程度の妥当性をもつものの，

期待収益率ベクトルについては，異質的確信，すなわち投資家毎にその推定値が異なる状

況を仮定すべきである。 

 

 

3. 異質的確信と主観的証券市場線 

 

3.1 仮定と記法 

 

 以下では，投資家の効用を指数型に制約した，Lintner (1969)の 1 期間異質的確信モデル

を利用する。5時間軸は  0,1t で表す。投資家は全部でK 人おり，  1,2, ,k K で表

す。記号が多く煩雑なので，投資家を表す添え字は上付きとする。消費者 k は，期初の時

点 0 において，初期富 0

kW を保有しており，彼の効用関数は，負の指数型効用 

( ) / kk WU W e −= − , ( )0k                                 (15) 

を仮定する。この効用関数は CARA 型であり，
k は投資家の絶対的リスク許容度(絶対

 
5 以下の分析は，代表的経済主体の分析枠組みで考えると，投資家の効用関数が指数型のと

き，同質的確信が成立しなくても，代表的経済主体の効用関数を合成可能であり，資産価格が

初期保有量から独立に定まるという一般的な結果の応用である。詳しくは池田(2000,p.286-289)

を見よ。 
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的リスク回避度の逆数)になっている。 

投資機会として，リスク資産（株式）が N 種類，無リスク資産が 1種類利用可能であ

るとする。簡単のため，すべてのリスク資産は総供給量が 1枚と仮定するが，無限分割可

能とするので，一般性は失われない。無リスク資産は，1期間の確定利回りがネット表示

で ( )0fR  であり，消費者間の貸借による借用証書の売買により供給されると仮定する。

このとき，無リスク資産の総供給は 0となる。現在(時点 0)のリスク資産価格は，  

0 1,0 2,0 ,0NP P P  =  P   

として与えられているとする。「 」は行列の転置である。完全競争市場において投資家

は価格受容者ゆえ，これらの資産価格は市場で決定された所与の値として扱われる。 0P

は任意の正値ベクトルが可能であるが，市場均衡において，どのような価格ベクトルが成

立するかについては後述する。各リスク資産の投資収益率を，ネット表示で

 , 1, ,iR i N としよう。時点 1にその実現値が観測可能であるから，添え字 1を付す

べきであるが，煩雑なので本稿では略す。 

リスク資産のネット表示投資収益率ベクトルを 1 2 NR R R
 =  R と表す。この

確率分布として，多変量正規分布を仮定する。多変量正規分布は，期待収益率ベクトル

（平均ベクトル）と共分散行列で完全に特徴づけられるが，標準的な分析とは異なり，投

資家によって，異なる期待収益率ベクトルを信ずるものとする。第 2 節で明らかになった

とおり，標本数が増大しても期待収益率の推定には役立たないので，期待収益率ベクトル

については異質的確信を仮定する。分散推定は，ビッグデータが利用可能であれば推定誤

差はほぼゼロに収束し，共分散は推定誤差の下限は存在するがやはり誤差を最小化するこ

とができる。したがって，以下では共分散行列については同質的確信を仮定することにす

る。このとき，第 k 投資家が信ずるR の確率分布は， 

( )

2

1 1 12 1

2

2 2 2

2

N , , ,

k

N

k

k k N

k

N N

   

  

 

   
   
    
   
   

      

R μ Ω μ Ω              (16) 

である。共分散行列は，すべての投資家が同一の行列を認識すると仮定したので，投資家

を表す添え字はついていない。また，共分散行列は対称行列なので，対角成分は略してあ

る。 

 さて，将来(時点 1)のリスク資産価格(配当付き価格)は， ( ),1 ,0 1i i iP P R= + であるか

ら， iR の平均(期待値)に異質的確信を仮定する結果， 1P の確率分布も，投資家によって
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異なる期待値が認識されることになる。いま， 0P の要素を対角成分とする対角行列を

0PD ，要素がすべて 1 のN 次元ベクトルを1と置けば， 

 ( )
01 = +PP D 1 R                                          (17a) 

である。したがって，投資家 k が信ずる将来価格の平均ベクトルは， 

( ) ( )
0 01 1E Ek k k k   = + = +   P PP P D 1 R D 1 μ                     (17b) 

であり，共分散行列は， 

0 0 0 01Var Vark k    =   =   P P P PS P D R D D ΩD                     (17c) 

である。当然ながら，将来価格にかんする平均ベクトルは投資家によって異なり，共分散

行列は仮定によってすべての投資家が同一の行列を信じている。期待値の演算記号の上付

きの添え字は，投資家 k の主観確率に基づく演算であることを表している。このように，

投資収益率について，期待収益率ベクトル
k
μ と共分散行列Ωを定めると，投資家 k が信

ずる時点 1の価格ベクトル 1P の確率分布を完全に特定できる。以上，まとめると， 

( ) ( )( )
0 0 01 1N , N ,k k= +P P PP P S D 1 μ D ΩD                      (18) 

であり，将来価格にかんするパラメター 1

k
P ，Sと投資収益率にかんするパラメター

k
μ ，

Ωは，当然であるが，1 対 1 に対応している。6  

 

3.2 個人投資家の意思決定問題 

投資家k は，投資資金として，初期富 0

kW 円を与えられているので，これを用いて，各

リスク資産を k

in 枚  ( )1, ,i N 購入し，残余の 0 ,0 0 0

1

N
k k k k

i i

i

W n P W
=

− = − n P 円を無リス

ク資産へ投資する。 1 2

k k k k

Nn n n
 =  n は，投資家 k が需要する各リスク資産の枚

数を並べた N 次元ベクトルである。1 期間モデルなので，この投資家は時点 1 に実現する

 
6以下の演算では，価格ベクトルを用いた方が記述が簡単なので，期待価格ベクトルを

1 1Ek k   P P ，将来価格の共分散行列を 1Vark    P S とおいて，投資収益率にかんする期待値ベ

クトル k
μ ，および共分散行列Ωと区別して表示し，演算に利用している。 
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投資収益の全額を消費財の購入にあてるが，時点 0 では，その期待効用を最大化すべく各

資産への投資を決定する。したがって，この最大化問題は 

 
( ) ( )( )1 1 0 0 0Maximize  E , 1

k

k k k k k k k

fU W W W R   = + − +
 n

n P n P               (19) 

と定式化できる。7指数型効用，正規分布収益の場合の期待効用は， 

( )1 1 1

1 1
E exp E Var

2

k k k k k k k

k k
U W W W

 

       = − − −         
               (20a) 

ただし， 

( )( )1 1 0 0E 1k k k k k k

fW W R   = + − +  n P n P                                     (20b) 

1Vark k k kW   =  n Sn                                                          (20c)   

であり，(20a)式の指数関数の小括弧部分が， 1

kW の確実性等価になっている。 

 期待効用最大化問題は，この確実性等価の最大化問題と同値であるから， 1

kW の確実性

等価を kW ○とおけば， 

1 1

1 1
E Var

2

k k k k k

k k
W W W

 

 
   = − −    

 

○  

( )  ( )1 0 0

1
1 1

2

k k k k k

f fk
R W R


 = − + − + +n P P n Sn                    

ゆえ，上式を最大化するベクトル k
n を求めればよい。 k

n で微分して，最適解 k k=n n を

求めると，容易に 

( )1 0

1
1k k

f k
R



= − + −0 P P Sn  

( ) 1

1 01k k k

fR − = − +n S P P                             (21) 

を得る。上式は，時点 0 に観測できる市場価格ベクトル 0P を所与として，絶対的リスク

許容度が
k の投資家が期待効用を最大化するときの，リスク資産への需要を表すもので

ある。リスク資産への最適投資枚数が初期富に依存していないので，最適投資金額も初期

富から独立であることがわかる。これは，CARA 型効用の顕著な特徴である。 

 上のリスク資産への需要は保有枚数で表現されているが，リスク資産価格を用いてポー

 
7 この最大化問題では，目的関数が凹関数(リスク回避的効用関数)なので，リスク資産への投

資の残余のすべてが無リスク資産への投資に向けられる。その結果，選択変数である投資比率

ベクトルには，制約は必要がない。 
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トフォリオ比率に変換することができる。投資家 k の投資用資金は初期富 0

kW に等しいと

仮定したので，投資家 k の第 i リスク資産への最適投資比率を *k

ix とすれば，

* *

,0 0/k k k

i i ix P n W= である。これを，対角行列
0PD を用いてベクトル表示すると， 

* *

0

1k k

kW
=

0Px D n                              

となる。(21)式を上式へ代入し，さらに，(17c)式より 

  ( )
1

1 1 1 1
−

− − − −= =
0 0 0 0P P P PS D ΩD D Ω D  

を用いると， 

( ) ( ) ( ) * 1 1 1

0

0

1
k

k k

fk
R

W

 − − −= + − +
0 0 0 0P P P Px D D Ω D D 1 μ P  

( )
0

1 1

0

0

k
k

fk
R

W

 − − = − = PΩ μ 1 D P 1                         (22) 

となる。8 

 

3.3 主観的証券市場線の導出 

 

 投資家 k の最適投資比率ベクトルが得られたので，そのポートフォリオの期待収益率と

分散を求めることができる。彼の最適ポートフォリオのネット表示の投資収益率は， 

( )* * *1k k k

p fR R = + −x R 1 x                            (23a) 

であるから，彼が計算する期待収益率と分散は， 

( )* * * *E 1k k k k k k

p p fR R    = + −  x μ 1 x                       (23b) 

*2 * * *Vark k k k k

p pR   =  x Ωx                                                  (23c) 

である。期待値および分散の演算子には上付きの添え字 k を付したが，これは投資家 k の

信ずる確率分布のもとでの演算であることを強調している。しかしながら，分散の計算結

果は，共分散行列に同質的確信を仮定したので，投資家を表す添え字は消えている。さて，

(22)式の最適投資比率ベクトルを用いて具体的に分散をもとめると， 

 
8一般に，投資家kは無リスク資産へも投資すると考えられるので，投資比率ベクトル

*k
x の要素

を足し合わせても，1にはなるとは限らない。 
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( )* * * * 1

0

Var
k

k k k k k k

p fk
R R

W

 − 
   = = −  

 
x Ωx x Ω Ω μ 1  

( )*

0

k
k k

fk
R

W

 = −x μ 1 ( ) * * *

0

1
k

k k k

p f fk
R R

W


 = − − −1 x x 1 

( )*

0

k
k

p fk
R

W


= −                                                       (24) 

となる。また，彼の最適ポートフォリオと，任意の資産 i の投資収益率の共分散も計算で

きる。第 i 要素のみ 1 で，あとが 0 であるような特殊なポートフォリオを考え， 

( )
[0 0 1 0 0]

i

i


x  

と表せば，これは単独の第 i リスク資産に他ならない。そこで，共分散を求めると， 

( )
* *Cov ,k k k

i p i
R R   =  x Ωx  

 ( )
0

[0 0 1 0 0]
i

k
k

fk
R

W




= −μ 1  

( )
0

k
k

i fk
R

W


= −                                                         (25) 

を得る。上式の両辺を，(24)式の両辺でそれぞれ除すと 

*

**

Cov ,
=

Var

k k k
i p i f

kk k
p fp

R R R

RR





  − 

− 
 

 

( )
*

*

*

Cov ,
,

Var

k k

i pk k k k

i f i p f i k k

p

R R
R R

R
   

 
  − = − 
 
 

                           (26) 

を導くことができる。左辺は投資家 kが妥当と考える資産 iの期待超過収益率(主観的期待

収益率)であり，右辺はこの投資家にとっての最適ポートフォリオを用いたベータ(主観的

ベータ)と，最適ポートフォリオの期待超過収益率の積になっている。任意のリスク資産

において，この投資家が妥当と考える期待超過収益率は，彼の主観的な最適ポートフォリ

オとの共分散に線形に関係することがわかる。 

 さて，横軸に彼の主観的ベータ，縦軸に主観的期待収益率をとり(26)式を描くと，すべ

ての資産  1, ,i N は，傾きが *k

p fR − ，切片が fR の直線上に位置することになる。
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本稿では，この直線を主観的証券市場線(subjective security market line)とよぶ。9投資家k に

とって，すべての金融資産の期待収益率は，その主観的ベータを特定すれば，主観的証券

市場線上の座標として求めることができて，事前にこの直線の上方あるいは下方に位置す

る証券はひとつも存在しない。しかしながら，他の投資家 ( )k k  は，異なる主観的証券

市場線を認識しており，同一の証券に対して，異なる主観的ベータと期待収益率を信ずる

ため，当然ながら， k が妥当と考える期待収益率の座標は，投資家 kの主観的証券市場

線上には位置しない。 

 

 

4. 市場均衡と代表的経済主体の証券市場線 

 

以上は，投資家 k の主体的均衡のみから導出した需要サイドの議論である。どのような

リスク資産価格ベクトル 0
P が与えられても，成立する関係式である。実際に市場で成立

するリスク資産価格ベクトル 0

*
P を明らかにするためには，供給サイドの分析が必要であ

り，各リスク資産の総需要は総供給に等しくなければならない，という市場清算条件を吟

味する必要がある。リスク資産の総供給はすべて 1 枚であるから，市場均衡では， 

   

1 2

1 1 1

1 2

2 2 2

1

1 2

1

1

1

K

KK
k

k

K

N N N

n n n

n n n

n n n

  

  



=

  

       
       
       = + + + = =
       
       
            

n 1                             (27) 

が成立するはずである。1は，N 次元ベクトルである。(21)式を上式へ代入し，同式をみ

たす価格ベクトルをアステリスクを付して 0

*
P とおけば， 

( ) 1

1 0

1

1
K

k k

f

k

R −

=

− + = *
S P P 1  

 
9 異質的確信のもとで，主観的証券市場線の概念を用いて，完全競争市場において非ゼロのア

ルファが存在しうることを最初に主張したのはGerber and Hens(2006)ではないかと思われる。

(この未公刊論文は後にHens and Rieger(2010,pp.116-126)に収録されている。) 本稿と彼らの分

析が大きく異なる点は，彼らは投資家の主観的証券市場線の平均的予想が，市場全体で成立す

る予想に一致することをはじめから仮定しているのに対し，本稿は代表的経済主体の概念に基

づいて，彼らの仮定が理論的な帰結として導かれるメカニズムを明らかにしたことである。 
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1 1

0 1

1 1

1

1

K K
k k k

k kfR
 − −

= =

   
 = −   +   

 *
S P S P 1  

1

1

0 1

1 1

1

1

K K
k k k

k kfR
 

−

−

= =

    
 = −    

+     
 *P S S P 1     

1

1

1 1

1

1

K K
k k k

k kfR
 

−

= =

   
= −   

+    
  P S1                    

を得る。ここで，経済全体でのリスク許容度の総和を
1

K
M k

k

 
=

 と表せば，上式は， 

0 1

1

1 1

1

kK
k

M M
kfR



 =

 
= − 

+  
*

P P S1                         (28) 

となる。これが，投資家の主体的均衡と市場均衡を同時にみたすリスク資産価格であり，

市場が均衡しているときに観測可能な価格ベクトルである。 

 さて，上記の均衡価格ベクトルは，代表的経済主体の効用関数を利用して導出すること

ができるはずである。以下で，確認しておこう。一般に，各投資家の効用関数が指数型の

とき，代表的経済主体の効用関数も指数型効用関数になることが知られており， 

( )
RepRep /WU W e −= − ， ( )0M                        (29) 

である。10これは，(15)式で仮定した，投資家 k の効用関数において，上付き添え字を代

表的経済主体を表すRepに替えたものになっている。したがって，代表的経済主体の最適

投資比率を求める手順は投資家kの場合と同じであり，(22)式の上付き添え字をkからRep 

に替えて 

( )
Rep

Rep* 1 Rep

0

fM
R

W

 −= −x Ω μ 1                                   (30) 

である。代表的経済主体は，市場に供給されるすべてのリスク資産を保有するのであるか

ら，各リスク資産への投資比率は，その時価総額の総資産 0

MW に対する比率になってい

る。したがって， 

 
10 投資家の効用関数が同一の慎重度(cautiousness)をもつHARA型で表現される場合，市場では

パレート効率的配分が達成され，代表的経済主体の存在を仮定することができる。Wilson 

(1968), Rubinstein(1974)を見よ。 
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Rep* 0 0

0 0

MW
= =



P P
x

1 P
                              

が，市場均衡において成立する。上式を(30)式に代入すると， 

( )Rep 1 Rep

0 fR −= −P Ω μ 1                               (31) 

となるが，この価格ベクトルは，(28)式で求めた，市場均衡下の価格ベクトル 0

*
P に等し

いはずである。ここで，将来価格の共分散行列Sと投資収益率の共分散行列Ω，および

代表的経済主体が認識する期待将来価格ベクトル Rep

1P と期待投資収益率ベクトル
Rep
μ は， 

 
0 0 0 0

1 1− −=  =P P P PS D ΩD Ω D S D ， 

( )
0 0

Rep Rep Rep 1 Rep

1 1

−= +  = −P PP D 1 μ μ D P 1  

という関係があるので，これらを(31)式へ代入，整理すると 

( )
0 0 0

Rep 1 1 Rep

0 1 fR − −= − −P P PP D S D D P 1 1  

( ) 
0

Rep 1 Rep

1 01 fR −= − +PD S P P  

となる。両辺に，左から
0

1−

PD を乗じて， 0P について表すと 

( ) Rep 1 Rep Rep

1 0 0 1 Rep

1 1
1

1
f

f

R
R




−  
= − +  = − 

+  
1 S P P P P S1  

を得る。上式は，先ほど求めた，市場均衡をみたす価格ベクトル(31)式に一致するはずで

あるから，両式を見比べて， 

Rep

1 1

1

kK
k

M
k



=

=P P ，
Rep M =                        (32) 

が成立することを確認できる。 

 代表的経済主体が予測する将来価格の平均価格ベクトルは，市場で成立する平均価格ベ

クトルでもあるが，それは各投資家が予想する平均価格ベクトルを市場全体のリスク許容

度に占めるその投資家のリスク許容度の比率で加重したものになっていることがわかる。 

 投資家 k が信ずる期待収益率ベクトル k
μ は，将来価格の平均価格ベクトル 1

k
P と現在の

資産価格を対角成分にもつ対角行列ベクトルの逆行列
0

1−

PD を用いて 

 
0

1

1

k k−= −Pμ D P 1  
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と表現できる。また，市場で成立する，代表的経済主体が予想する期待収益率ベクトルは 

 
0

Rep 1 Rep

1

−= −Pμ D P 1  

であり，上の分析より Rep

1 1

1

kK
k

M
k



=

=P P を代入すると 

 ( )
0 0

Rep 1 1

1 1

1 1 1

k k kK K K
k k k

M M M
k k k

  

  

− −

= = =

     
= − = − = + −    

     
  P Pμ D P 1 D P 1 μ 1 1 

   
1

kK
k

M
k



=

= μ                                                             (33) 

を得る。時点 0 での資産価格ベクトルは全ての投資家が観測可能であり，さらに期末価格

の予想値である平均価格ベクトルが各投資家が予想する 1

k
P の加重平均となるので，市場

で成立する代表的経済主体が予想する期待収益率もまた，各投資家が予想する期待収益率

ベクトルの加重平均になるのである。代表的経済主体の存在を仮定できる経済では，彼の

期待形成が実際の市場の期待形成に一致するので， 

 Rep

1

kK
k

M
k



=

= =μ μ μ                                (34) 

が成立する。μは真の期待収益率ベクトルである。 

次に，代表的経済主体の最適ポートフォリオを利用して，現実の市場で成立する市場

ポートフォリオの分散，および各資産と市場ポートフォリオとの共分散を求めてみよう。

以下では，代表的経済主体の期待形成が市場の期待形成に一致するので，期待値，分散，

共分散の計算において，    RepE E ,=    RepVar Var ,=    RepCov , Cov ,= とい

う記法をいちいち断ることなく利用する。 

まず，代表的経済主体が保有するポートフォリオは，すでに(30)式で求めたが，同式に

(32)式，(34)式より
Rep M = ， Rep =μ μを代入すると 

( )Rep* 1

0

M

fM
R

W

 −= −x Ω μ 1                                (35) 

となる。市場ポートフォリオの分散は 

 
2 Rep Rep* Rep*Var VarM M MR R    = = =    x Ωx  

を計算すればよい。まず Rep*
Ωx から求めると 
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 ( )Rep*

0

M

fM
R

W


= −Ωx μ 1  

となる。左から Rep*x を掛けると 

 ( )2 Rep* Rep* Rep* Rep*

0

M

M fM
R

W


   = = −x Ωx x μ x 1  

   ( )
0

M

M fM
R

W


= −                                         (36) 

を得る。なお，上式で Rep* EM MR  = =  x μ としたが，代表的経済主体は全てのリスク

資産を保有し，最適ポートフォリオは Rep*

0 0/ MW=x P と表すことができるので，期待収

益率を求めると ( )Rep*

0 0 1 0 0/ E /M M M MW W W W   = = − x μ P μ となることからも明らかであ

ろう。11 

 つぎに，市場ポートフォリオ Rep
x と，任意のリスク資産 i の投資収益率の共分散を求

めると， 

( )Rep

0

Cov , [0 0 1 0 0] [0 0 1 0 0]
i i

M

i M fM
R R R

W



 
  = = −  Ωx μ 1  

( )
0

M

i fM
R

W


= −                                                    (37) 

となる。 i は市場で成立する期待収益率ベクトルμの第 i 要素であり， E iR  =  である。

(37)式を(36)式で辺々除すと， 

Cov ,

Var

i M i f

M fM

R R R

RR





  −  =
− 

 

                          

 

11 ここで 1

MW は時点1の集計富であり ( )1 0 0 0

M MW W = + = +P 1 R P Rである。両辺の期待値

をとると， 1 0 0 0 0E EM M MW W W    = + = +   P R P μとなる。 
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( )
Cov ,

,
Var

i M

i f i M f i

M

R R
R R

R
   

 
  − = − 
 
 

                           (38a) 

( )E Ei f i M fR R R R    − = −                         (38b) 

を導出できる。 (38a)式あるいは，期待値表現を用いた (38b)式が，異質的期待形成のも

とで，市場で成立する CAPM 評価式である。 

 左辺は代表的経済主体の予測すなわち市場で成立する期待形成のもとでの資産 i の期待

超過収益率であり，それが，右辺のベータに線形に依存している。その傾きは，市場ポー

トフォリオの期待超過収益率であり，これは，同質的確信のもとでの証券市場線と同じ式

の形をしている。12ベータについては，共分散行列に同質的確信を仮定したため，すべて

の投資家は任意の証券について，同一のベータを認識している特徴がある。 

 

5. 異質的確信とアルファ 

 図1は，横軸に投資家k ，k，および代表的経済主体が認識するベータを同時にとり，

縦軸にそれに対応する期待収益率をとって，主観的証券市場線と代表的経済主体にとって

の証券市場線を描いたものである。主観的証券市場線は，同質的期待形成下の CAPM の

証券市場線に類似しているが，重大な相違がある。投資家 k にとって最適なポートフォリ

オは，他の投資家にとって最適であるとは限らず，また，CAPMのように市場ポートフォ

リオ（および無リスク資産の一次結合）が期待効用を最大化しうる保証もないことに注意

したい。投資家毎に最適なポートフォリオの構成が異なるため，市場において，2 基金分

離は成立しないことになる。 

 さて，多くの投資家が異質的確信をもつとき，(ベータ，期待収益率)平面上には，同一

の証券であれ，期待収益率について投資家にとって異なる期待収益率を認識しているため，

異なる位置に証券が打点される。図 1 を見る，各投資家にとって，彼が認識する主観的証

券市場線上にすべての金融資産が位置している。したがって，代表的経済主体が描く，現

実の証券市場で成立している証券市場線の上には各投資家の認識する証券は打点されない。

各投資家は，市場で成立している均衡価格ベクトル 0


P を観測しつつ，異なる期待収益率

を信じながら期待効用最大化を達成しており，機械的に定義した「アルファ」の大小には，

興味をもっていないのである。しかしながら，代表的経済主体という現実の市場での価格

形成を定める架空の投資家と同一の，平均的な期待形成を行う投資家がもし存在すれば，

彼にとっての証券市場線は市場で成立する証券市場線と偶然ではあるが同じものになる。。

結局，期待収益率ベクトルについて異質的期待形成が成立する効率的市場においては，プ

 
12代表的経済主体は，市場全体の保有によって期待効用を最大化すると考えられるので，(26)式

で導いた投資家kにとっての線形の評価式において，最適ポートフォリオ投資収益率として，

k

pR 
のかわりに市場ポートフォリオの投資収益率 MR を用いると，証券市場線に一致する。 



   

 18  

ラスとマイナスのアルファが，図 1 で描かれているように混在することになる。 

 

 

 

 いま，第 i 資産に対する，投資家 k のアルファを次のように定義しよう。 

( ) 
Cov ,

E ,
Var

i Mk k

i i f i M f i

M

R R
R R R

R
   

 
   − + −    
 

              (39) 

さらに，投資家毎にリスク許容度の大きさで加重した総和を求めてみると，両辺を
k

M




倍

して，  1, ,k K について総和をとると， 

( ) 
1 1 1

E
k k kK K K

k k

i i f i M fM M M
k k k

R R R
  

  
  = = =

 = − + −     

 ( )  Rep

1

E E =E
kK

k

i f i M f i i i iM
k

R R R R R


   
=

 
     = − + − = =      

 
  

  0=                                     (40) 

 

となる。第 i 資産を表す点は，市場で成立する代表的経済主体が認識する証券市場線上に

一致することがわかる。このことは，正のアルファが存在するためには，負のアルファが
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存在しなければならないことを含意しており，ゼロサムゲームが成立していることを表し

ている。 

以上のモデルでは，すべての投資家は異質的確信のもとで期待効用最大化を実現して

おり，アルファの水準には無関心である。したがって，現実の証券市場において観測され

る現象，すなわち，資産運用者がより高いアルファを求めるインセンティブは存在しない。

これは１期間モデル分析の限界である。そのようなインセンティブをモデルに組み込むた

めには，多期間モデルのもとで，アルファの水準に応じて資産運用者の消費水準が変動す

るような報酬体系を設定する必要がある。その場合，資産運用者はアルファの実現値を観

測して期待形成を更新し，学習する状況が生まれるだろう。今後の課題としたい。13 

 

 

6. 結論 

 本稿は，まず，資産の投資収益率が算術的ブラウン運動にしたがう場合に，共分散の一

致推定量を提示し，推定量の期待値と分散を初めて求めた。ビッグデータが利用可能な環

境においては，共分散およびそれに基づく CAPM のベータの推定は改善するものの、標

本数が膨大に存在しても推定誤差は残ることが示された。この結果は，Merton(1980)が期

待収益率推定に標本数の増加が何ら役に立たないという理論分析を補強するものであり，

近年のビッグデータが利用可能な環境においても，その全てを利用するメリットは限られ

ていることを示唆している。さらに市場の開閉時間，最終取引時刻など，市場のミクロ的

構造を分析に取り入れるならば，共分散あるいはベータ推定においてどの程度の標本数の

確保が実務的に必要なのか，言い換えれば，ビッグデータのどれほどの割合が不必要とな

るのか，我が国市場の実態に即した分析が可能になると思われる。今後の課題としたい。 

 共分散推定量の分散を求める過程で Isserlis の定理(1918)を利用したが，分析の副産物と

して，同定理の直感的な証明を確率微分方程式と伊藤の補助定理を応用して提示した。本

稿の証明方法は，任意の個数の正規分布の積について，その高次積率を求めることに容易

に応用可能である。 

 ビッグデータ環境下においても，期待収益率推定の誤差は改善せず，共分散推定の誤差

の改善にも限界があることが明らかになった。したがって，投資収益率の期待収益率およ

び共分散行列の推定が，投資家毎に異なる状況，すなわち異質的確信が現実には成立して

いると考えることが妥当である。本稿は，Lintner(1969)の異質的確信 CAPM を利用して，

主観的証券市場線を導出した。すなわち，資産の投資収益率が多次元正規分布、各投資家

の効用関数がそれぞれ絶対的危険回避度が異なる指数型効用で表現されると仮定して，期

待収益率ベクトルについては異質的期待形成を，共分散行列については同質的期待形成を

行うと仮定した。その結果，市場には代表的経済主体が存在し，その期待形成が市場の現

実にも一致するため，代表的経済主体の主観的証券市場線が市場の証券市場線に一致する

ことが示された。 

 
13 Chiarell, Dieci, and He (2010)は，１期間モデルの単純な繰り返しによる多期間化を図ってこ

の問題に取り組んでいる。 



   

 20  

 以上の分析では，市場で取引される個別資産やポートフォリオについて，各投資家が信

ずる期待収益率と代表的経済主体が認識する期待収益率が一致する必然性はなく，その乖

離をアルファとして定義できる。各投資家について定義されたアルファを，リスク許容度

で加重平均するとゼロになることが示されたので，正のアルファをもつ投資家が存在する

とすれば，それは他の負のアルファをもつ投資家の存在を含意することになる。現実の投

資実務においては，ファンド運用者の成果をアルファの実現値を用いて評価することが多

いが，正のアルファの獲得は，負のアルファの犠牲のもとの可能であることがわかる。 

 本稿の 1 期間モデルでは，なぜ投資家がより高いアルファを選好するのか，なぜファン

ド運用の成果をアルファによって行うことを受け入れるのか，その理由を説明することは

できない限界がある。多期間の分析枠組に拡張するならば，異質的確信モデルのもとで，

学習による期待形成の更新の可能性をとりこむことが可能であるが，それは今後の研究課

題としたい。 
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[付録 1] 共分散推定値の期待値と分散 

共分散の推定量 

 
1

1 n

XY k k

k

ˆ X Y
h


=

=                              
(A1) 

について， 

 ( )N 0 1k X X Xk XkX , ,   =  +   

 ( )N 0 1k Y Y Yk YkY , ,   =  +   

を代入する。ここで， ( )1Xk k , ,n = は互いに独立で同一の分布に従う。同様に， 

( )1Yk k , ,n = も互いに独立で同一の分布に従い，   ( )E Xk Yk XY k,k   =  である。 

 ( )( )
1

1 n

XY X X Xk Y Y Yk

k

ˆ
h

      
=

=  +   +   

   ( )2

1

1 n

X Y X Y Yk Y X Xk X Y Xk Yk

kh
           

=

=  +   +   +     (A2) 

となるので，まず，この共分散推定量の期待値を求めると 

 

       ( )2

1

1
E E E E

n

XY X Y X Y Yk Y X Xk X Y Xk Yk

k

ˆ
h

            
=

=  +   +   +   

    ( )2

1

1 n

X Y X Y XY

kh
    

=

=  +        E E 0 EXk Yk Xk Yk XY,     = = =   

    ( )  21
X Y X Y XY h n    =  +  = 


 

    X Y X Y XY    =  +
 

   X Y X Y

h

n
  = +                                (A3) 

を得る。次に分散の計算であるが， 

    ( )
22Var E EXY XY XY

ˆ ˆ ˆ   =
 

-                       (A4) 

において， 
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2

2 2 2

2
1 1

1 1
E E E

n n n

XY k k k k k k k k

k k k k

ˆ X Y X Y X Y X Y
h h

  

= = 

    
   = = +          

    

     2 2

2 2
1 1

1 1
E E

n n

k k k k k k

k k
k k

X Y X Y X Y
h h

 

= =


   = +                         (A5) 

であるが，上式第 1項の総和記号の中は，    E E 0Xk Yk , = = 2 2E E 1Xk Yk    = =
   

 

および  E Xk Yk XY  = を用いて 

 ( )
2

2 2 2E Ek k X Y X Y Yk Y X Xk X Y Xk YkX Y            
   =  +   +   + 
    

 

 2 2 4 2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2 3+ + E 4X Y X Y Y X X Y Xk Yk X Y X Y XY               =   +   + 
 

 

  2 2 2 2 2 22 E 2 EX X Y Xk Yk Y X Y Xk Yk            +   +  
   

        (A6) 

となる。ここで 2 2E Xk Yk  
 

， 2E Xk Yk  
 

， 2E Xk Yk  
 

の計算が必要であるが，次の定理

を利用する。 

 

Isserlis の定理 (Isserlis (1916, 1918)) 

  標準正規分布にしたがう 4 個の標準正規分布の積の期待値は 

    1 2 3 4 12 34 13 24 14 23E          = + +  

 標準正規分布にしたがう 3 個の標準正規分布の積の期待値 

     1 2 3E 0   =  

  である。 

証明 付録 2 を見よ。 

 

Isserles の定理を用いると， 

 
 2 2E EXk Yk Xk Xk Yk Yk XX YY XY XY XY XY             = = + +

 
 

      21 2 XY= +  

 2 2E E 0Xk Yk Xk Yk      = =
   

 

であるから，これらを(A6)式へ代入して 

 ( )2 2 2 2 4 2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 3E + + 1 2 4k k X Y X Y Y X X Y XY X Y X Y XYX Y                =   +   + + 
 
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      ( ) ( )2 2 4 2 2 2 2 3 2 2 2 2+ 4 2X Y X Y Y X X Y XY X Y XY           =  + +  + +    （A7）
 

を得る。 

 
次に(A5)式第 2 項の総和記号の中を計算する。 k k のとき， 

        E E 0 E EXk Xk Yk Yk Xk Yk Xk Yk XY,           = = = =  

に注意して計算すると，
 

( )( )( )( )E Ek k k k X X Xk Y Y Yk X X Xk Y Y YkX Y X Y               
   =  +   +   +   +      

    2 2 4 3 2 2 2 2+4 + E + EX Y X Y XY X X Y Xk Yk Yk Y X Y Xk Xk Yk                   =        

       2 2 2 2 2 2 2E + E + EX X Y Xk Yk Yk Y X Y Xk Xk Yk X Y Xk Xk Yk Yk                    +       (A8) 

となるが，Isserlis の定理より 

        E =E E =E =0,Xk Yk Yk Xk Xk Yk Xk Yk Yk Xk Xk Yk                =  

   2E 0 0 2Xk Xk Yk Yk XY XY XY XY XY          =  + + =  

を(A8)式へ代入すると 

 2 2 4 3 2 2E +4 +2k k k k X Y X Y XY XYX Y X Y         =    
                 (A9) 

を得る。(A7)，(A9)式を(A5)式へ代入すると
 

 ( ) ( ) 2 2 2 4 2 2 2 2 3 2 2 2 2

2
1

1
E + 4 2

n

XY X Y X Y Y X X Y XY X Y XY

k

ˆ
h

            
=

  =  + +  + + 
    

          ( )2 2 4 3 2 2

2
1

1
+4 +2

n

X Y X Y XY XY

k
k k

h
     

=


+     

となるが，右辺第2項の総和記号は    1 2 1 2k , , ,n ,k , , ,n  について，k≠ ’であるよう

な(k,  ’)の組み合わせの数だけ足し合わせることを意味しているので，2×nC2=n(n-1)回だ

け足し合わせればよい。したがって， 

         

( ) ( ) 2 2 2 4 2 2 2 2 3 2 2 2 2

2 2

1
E + 4 2XY X Y X Y Y X X Y XY X Y XY

ˆ n
n

              =  + +  + + 
  

 

           ( )( )2 2 4 3 2 2

2 2

1
1 +4 +2X Y X Y XY XYn n

n
     + −   


 

         ( ) ( ) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21
+ 4 2X Y X Y Y X X Y XY X Y XY

n
           =  + +  + +   
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          ( )( )2 2 2 21
1 +4 +2X Y X Y XY XYn

n
     + −                            (A10) 

となる。(A3)，(A10)式を(A4)式へ代入し， h / n = と表すと， 

．   ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

1
Var + 4 2XY X Y X Y Y X X Y XY X Y XY

h h
ˆ

n nn
            

  
= + + + + 

  
 

     

22
2 2 2

2

1
1 +4 +2X Y X Y XY XY X Y X Y

h h h

n n nn
        
    

+ − +         
-  

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2

1
+ 4 2X Y X Y Y X X Y XY X Y XY

h h

nn n
           = + + + +  

 
2 2

2 2 2 2 2 2

2 3 2

1
+4 +2 +4 +2X Y X Y XY XY X Y X Y XY XY

h h h h

n nn n n
           
   

+ −      
   

 

 
2

2 2 2

2
2X Y x Y X Y XY

h h

nn
     
 

− + +  
 

 

( )2 2 2 2 2 2 2

2

1
2X Y Y X X Y XY X Y XY

h h

n nn
         = + + + +                          (A11) 

を得る。 
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[付録 2] Isserlis の定理の別証明 

 

  互いに相関をもつ 4 個の標準正規分布変数の積の期待値は，Isserlis (1916,p.189)の

(39)式として初めて示されており，その結果は 

   1 2 3 4 12 34 13 24 14 23E          = + +  

 である。Isserlis (1918)では上の結果を任意の偶数個の標準正規分布変数の積の期待値

について一般化しているが，以下では 4 個の場合について，確率微分方程式を用いた

直感的にも容易な方法で証明を与える。 

  0 1t , において，4 個の標準ウィーナー過程を考え， ( )1 t ， ( )2 t ， ( )3 t ， ( )4 t

と表記する。 ( )i t と ( )j t の瞬間的な相関係数を ( )( )0 1ij , , i j   とする。ここで， 

 ( )1 2 3 4 1 2 3 4G , , ,       =                                                    (A12) 

とおいて多変数の伊藤の補助定理を適用すると， 

 ( )
2 2

2
1 2 3 4 2

1
2

2
i i i j

i i ji i i ji

G G G G
dG , , , d dt d d d

t
       

   

   
= + + + 

     
    

 2 3 4 1 1 3 4 2 1 2 4 3 1 2 3 4d d d d               = + + +  

  3 4 12 2 4 13 2 3 14 1 4 23 1 3 24 1 2 34dt dt dt dt dt dt                 + + + + + +         (A13) 

となる。したがって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4G t t t t t   = を明示的に計算すると， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 1 1 3 4 2 1 2 4 3
0 0 0

t t t
G t s s s d s s s s d s s s s d s           = + +    

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 12 3 4 13 2 4
0 0 0

t t t
s s s d s s s ds s s ds         + + +    

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )14 2 3 23 1 4 24 1 3
0 0 0

t t t
s s ds s s ds s s ds        + + +    

  ( ) ( )34 1 2
0

t
s s ds  +     

である。上式に Fubini の定理を適用すると， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 12 3 4 13 2 4
0 0

t t
E t t t t E s s ds E s s ds         = +             

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )14 2 3 23 1 4 24 1 3
0 0 0

t t t
E s s ds E s s ds E s s ds        + + +              

  ( ) ( )34 1 2
0

t
E s s ds  +     
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 12 34 13 24 14 23 23 14 24 13
0 0 0 0 0

t t t t t
sds sds sds sds sds         = + + + +      

  34 12
0

t
sds +   

 ( )
2

12 34 13 24 14 23 23 14 24 13 34 12
2

t
           = + + + + +  

 ( ) 2
12 34 13 24 14 23 t     = + +                                               (A14) 

を得る。 

 互いに相関をもつ 4 個の標準正規分布変数の積の期待値  1 2 3 4E     は，上式で 1t =  

の場合を求めればよいから 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4 12 34 13 24 14 23E E 1 1 1 1             = = + +               (A15) 

を得る。 

  なお 3 個の標準正規分布の積の期待値についても，上の方法で計算すると，容易に 

 1 2 3E 0   = となることを証明できる。 
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