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概要

レジームスイッチングモデル (Regime Switching Model, Hidden Markov

Modelとも呼ばれる)を通じて、ファイナンス理論をモデリングし直すこと

を試みる。その特徴は、(1) 素直で分かりやすい既存理論の拡張、(2) モデ

ルのプログラミング実装も可能、(3)実証分析における解釈にも優れている

ことにあり、まさに金融工学らしいテーマの一つと言って良いであろう。レ

ジームスイッチングモデルは、状態方程式と観測方程式より構成される状態

空間モデルの一つと位置付けられるので、それぞれの方程式に沿って、モデ

ル概要を述べる。

(A) 状態方程式： 最大の特徴は状態空間が離散値を取ることにあり、こ

れを市場の見えざる状態=レジームに対応付けた解釈を付与できるこ

とである。そのレジームの時間軸に沿ったダイナミクスは、確率推移

行列によって 1次Markov過程として記述される。

(B) 観測方程式： 一方、観測される資産価格については既存の時系列モ

デルがそのまま利用できる。但し、時間軸に沿ってスイッチングする

レジームに応じて、時系列モデルのパラメータもスイッチングすると

考える。したがって例えば、レジームに応じて、ドリフトとボラティ

リティのパラメータがスイッチングする。つまり、ファイナンスで最

も重要な概念である、リスクとリターンが、レジームに応じてスイッ

チングする。
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この市場には見えざるレジームがスイッチングするという設定下で、以下に

述べる幾つかのファイナンス理論をモデリングし直し、その推定方法につい

て言及し、有効性を実証する。

(1) ポートフォリオ選択理論: レジームスイッチング対数平均分散モデル

経済学的妥当性 (Luenberger)を含め、好ましい性質を有する対数平

均分散モデル (最適成長ポートフォリオ) を用いたポートフォリオ選

択モデルを、レジームスイッチング下で構築する。連続時間、及び離

散時間の各バージョンを示す。実証分析では、安定したレジームを推

定し、従来の手法では得られない投資機会を見出し、かつリバランス

量も低く抑えられたポートフォリオを構築することが可能であること

を示す。

(2) マルチファクターモデル: 気象条件と資産価格市場の見えざる状態=

レジームのスイッチングを考慮したマルチファクターリターンモデル

を構築し、マクロ経済指標、気象条件、及び曜日が資産価格の変動に

及ぼす影響を定量的に分析する。

(3) 資産価格評価モデル 1: レジームスイッチングベータ　複数のレジー

ムが存在する市場において、最適成長ポートフォリオにより資産価格

評価モデルを導出し、これに基づいて J-REIT のリスクプレミアム

を推定する。実証分析では、これらの市場状態に応じたスイッチング

ベータ、及びリスク・リターン関係が見出されることを示す。

(4) 資産価格評価モデル 2: ヨーロピアンコールオプション発表時間に余

裕があれば、離散時間における Hidden Markov Modelを用いたヨー

ロピアンコールオプション価格評価式の解析解を導出する。本評価式

の特徴は、(1)解析的な解であり、(2)解釈がしやすく、(3)ボラティ

リティの持続性を捉えられることである。併せて実証結果も示す。
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第 1章

レジームスイッチングモデル

とは

レジームとは, 好況 (expansion)・不況 (recession), 強気 (bull)・弱気

(bear)などといった「市場の見えざる状態」を意味する.

このとき本論文で扱うレジーム・スイッチング・モデルは, まず, レジー

ムを離散的な状態空間において表現し, これが 1 次の Markov 過程に従う

と考える. 例えば, 市場には第 1 レジームと (好況; 図中 G) と第 2 レジー

ム (不況; 図中 B)という 2つのレジームが存在することを考える. 現時点に

おいては, 第 2 のレジームが市場を支配しているとすれば, 1 時点先におい

ては, 第 1 か第 2 か何れかのレジームに確率的に推移する. このとき, 過去

にどのレジームに留まってきたのかという履歴には依存せず, あくまで現時

点で第 2レジームに留まっているという条件の下で, 上記の推移が決定され

る (Markov性). これはかなり限定された仮定のように思えるが, 後に言及

するように, 時系列のモデルとして, 従来のモデルよりもより現実市場の振

る舞いを捉えられる性質を有する. また, ファイナンスの理論モデルとして

も, 従来の理論を踏襲しつつも, より多くのインプリケーションが得られ, ま

た実証結果を幅広く解釈することができる. レジームをMarkovスイッチン
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グ・モデルにより記述した上で, ファイナンスのモデリングを構築するには,

大きく 2つのルートがある.

第 1のルートは, 既存の時系列モデルをまずは拡張することを考える. レ

ジーム・スイッチング・モデルのパイオニアである Hamilton (1989, 1990)

は, 離散時間における対数ディフュージョン過程, 自己回帰 (AR) 過程など

を定めるパラメータが, 市場のレジームに応じてスイッチングすると考えた.

GNP などのマクロ時系列にモデルを適用し, 公表された景気循環との比較

などの分析を通じて, 時系列本来の振る舞いを上手く捉えられると報告して

いる.

〈 その後のサーベイ 〉
レジーム・スイッチングを考慮した時系列モデルを資産価格過程として採

用した, オプション価格付け理論やポートフォリオ選択理論が近年盛んに構

築されている. 前者に関しては, Elliottらや Duanらが取組み, 既存モデル

の拡張を行なっている. 後者に関しては, Elliottらや Angらや石島・内田が

研究を行なっている. Elliottらは, 自身の構築した HMM適応フィルターを

1期間モデルに適用している. Angらは, 動的計画法を数値的に解いている.

石島・内田は, レジーム・スイッチング下での対数平均分散モデルを構築し

た上で, 従来モデルでは見出すことのできない投資機会を利用した資産運用

方法を実証している.

〈 その後のサーベイをもう少し厚く 〉
第 2 のルートは, Lucas (1978) 流に, 代表的経済主体が多期間の消費に

関する期待効用最大化を行なうと考えた場合に導出される Euler 方程式を

出発点とする. この理論的枠組みにおいては, 市場で取引されている資産

の現在価格は, 1期先の資産価格に確率的割引ファクター (SDF: stochastic

discount factor) を乗じたものに, 条件付期待値を取ることにより得られる.

その拡張は, Markovスイッチング・モデルにより記述されるレジームが, 各

期の途中消費に関する効用関数をスイッチングさせると考えることにより行
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なわれる. 具体的にべき乗型効用関数を例に挙げれば, Arrow-Prattの相対

的危険回避係数が一定であることが知られているが, これがレジームにより

スイッチングすると考えて拡張を図る. よって, 異時点間の限界効用代替率

(IMRS: inter-temporal marginal rate of substitution) として表される確

率的割引ファクターがスイッチングする. 結果として, レジーム・スイッチ

ング下での資産価格の生成過程を内政的に構築することが可能となる.

〈 サーベイ (含: 債券価格過程) 〉
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第 2章

レジームスイッチングモデル

の表現方法

レジームスイッチングモデルは, 市場の見えざるレジームについての確率

モデル「状態方程式 (state equation)」と, そのレジームによって影響を受

ける資産価格についての確率モデル「観測方程式 (observation equation)」

によって特徴付けられる.

2.1 レジームの表現方法

離散時点 t (t = 1, . . . , T )において, 市場には K 種類のレジームが存在す

ると仮定し, これを確率ベクトル Y = {Yt ; t = 1, . . . , T}によって表す。レ
ジーム Yt の状態空間を {e1, . . . , ek, . . . , eK} とする. つまり, 各時点におい

て, K 種類のレジームのうち何れかのレジームが市場を支配していると考え

る. また, レジームの状態空間を表現する eK ∈ RK (k = 1, . . . , K) は, そ

の第 k 要素が値 1であり, それ以外の要素の値が 0であるような列ベクトル

である.
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このとき, 時点 tにおけるレジームの定義関数を以下のように定義する:

It(k)
�
= 〈Yt, ek〉 (k = 1, . . . , K)

=

{
1 (Yt = ek)
0 (otherwise)

この定義関数により, 時点 tにおいてどのレジームが実現しているかを表現

することが出来る. 例を示す. レジーム数がK = 3であるとき, レジーム Yt

の実現値は,

e1 =

⎛
⎜⎝ 1

0
0

⎞
⎟⎠ , e2 =

⎛
⎜⎝ 0

1
0

⎞
⎟⎠ , e3 =

⎛
⎜⎝ 0

0
1

⎞
⎟⎠

である. 例えば, 2 番目のレジーム (レジーム 2) が実現する例を考えよう.

これを, レジームを表わす確率変数 Yt の実現値が e2 であると表わす. つま

り, Yt = e2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ と表わされる. このとき, レジームを表わす確率変数

Yt と, その 3つの実現値との内積をそれぞれ, とってみると,

It(1) = 〈Yt, e1〉 = 0, It(2) = 〈Yt, e2〉 = 1, It(3) = 〈Yt, e3〉 = 0

となる. つまり, レジームを表わす確率変数 Yt との内積が 1になるのは, e2

の場合のみであり, それ以外の e1 と e2 の場合には内積が 0である. これに

よって, 時点 t において実現するのは,「レジーム 2」であることが分かるの

である.

また, 「定義関数の期待値 It(k)は、レジーム Yt が実現値 ek をとる確率

と等価である」. つまり,

E[It(k)] = E[〈Yt, ek〉] (2.1)

= Pr(Yt = ek)2
4
時点 t のレ
ジームが k

である確率

3
5

· 12
4
このとき
〈Yt, ek〉
の値は 1

3
5

+ Pr(Yt �= ek)2
4
時点 t のレ
ジームが k

でない確率

3
5

· 02
4
このとき
〈Yt, ek〉
の値は 0

3
5
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= Pr(Yt = ek) (2.2)

= Pr(〈Yt, ek〉 = 1) , (2.3)

である.

2.2 状態方程式: レジームの動学

レジーム Yt は 1 次のMarkov過程に従うとする. このとき, 時点 t にお

けるレジーム ek から、時点 t + 1 でのレジーム el への推移確率を,

plk,t+1 = Pr (Yt+1 = el |Yt = ek ) ≥ 0 ,

あるいは, Pt+1 = (plk,t+1)1≤l,k≤K ,

により表す. 但し, 時点 t から t + 1 へ進むときには, 必ず K 個のレジーム

のうち, いずれかのレジームに推移するので,
∑K

l=1 plk,t+1 = 1 である. ま

た, Ft
�
= σ(Y1, . . . , Yt) と書く. 時点 t において k 番目のレジームにいると

きに, 次の時点 t + 1 におけるレジームを表わす確率変数 Yt+1 の条件付期

待値は,

E [Yt+1 |Yt = ek ] =
K∑

l=1

Pr(Yt+1 = el|Yt = ek) · el

=
K∑

l=1

plk,t+1el

=
(

p1k,t+1 p2k,t+1 · · · plk,t+1 · · · pKk,t+1

)′

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p11,t+1 p12,t+1 · · · p1k,t+1 · · · p1K,t+1

...
...

. . .
...

pl1,t+1 pl2,t+1 · · · plk,t+1 · · · plK,t+1

...
...

. . .
...

. . .
...

pK1,t+1 pK2,t+1 · · · pKk,t+1 · · · pKK,t+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

′ ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= Pt+1ek . (2.4)
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(2.4)式は, 時点 t で k 番目のレジームにいる, つまり, Yt = ek を条件とし

てこれを導いた. しかし一般的には, 時点 t においてどのレジームもいる可

能性があるので, その実現値を特定せずに Yt を条件として, 次の時点 t + 1

におけるレジームを表わす確率変数 Yt+1 の条件付期待値を表現すると,

E [Yt+1 |Yt ] = Pt+1Yt . (2.5)

ここで, Mt+1
�
= Yt+1 − Pt+1Yt と定義し, Ft = σ (Y1, . . . , Yt)と書く. この

とき,

E [Mt+1 |Ft ] = E [Yt+1 − Pt+1Yt |Yt ] = 0 ,

が成立する. 従って, Yt は、Ft-マルチンゲールである. これより, レジーム

はセミマルチンゲールとして表現することができる:

Yt+1 = Pt+1Yt + Mt+1 . (2.6)

次に, 先行研究において用いられた確率推移行列 Pt+1 のバリエーションに

ついて述べる.

2.2.1 時間斉時的な確率推移行列

これは Pt+1 が時点間に依らず一定の推移をする, すなわち Pt+1 = P =

(plk)1≤k,l≤K を仮定するモデルである.

このモデルは, プロビット (probit) モデルとして表現することが可能

である. zt を時点 t において振られる独立な標準正規乱数とし, 閾値を

{−∞ = c0,k < . . . < cl,k < . . . < cK,k = ∞} とする. このとき, 時点 t の

レジームが k であることを所与とした上で, 時点 t + 1 のレジームが l であ

るという事象を,

Yt+1 = el |Yt = ek if cl−1,k ≤ zt ≤ cl,k , (2.7)
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と定める. このとき, 推移確率 plk は,

plk = Pr (Yt+1 = el |Yt = ek ) = Pr (cl−1,k ≤ zt ≤ cl,k) (2.8)

= Φ(cl,k) − Φ(cl−1,k) , (2.9)

と表される. 但し, Φ(·) は標準正規分布関数である. もちろん,
∑K

l=1 plk =

Φ(cK,k) − Φ(c0,k) = 1 を満たす.

時間可変的な確率推移行列

時点間で可変性を持った推移は,外生的な変数 xt = (1, x1t, . . . , xmt, . . . , xMt)
′ ∈

RM+1 によりもたらされると考える. すなわち推移確率を,

plk,t+1 = Pr (Yt+1 = el |Yt = ek, xt ) , (2.10)

と表す. 具体的な関数形は, プロビットモデルやロジット (logit)

モデルなどにより与える. 例えば, ロジットモデルを採用する.{
β1k = 0, β2k, . . . ,βlk, . . . ,βKk ∈ RM+1

}
を用いれば, 時点 t での

レジーム k から, 時点 t + 1 でのレジーム l への推移確率は,

plk,t+1 = Pr (Yt+1 = el |Yt = ek, xt ) =
exp

(
β′lkxt

)
1 +

∑K
l̃=2 exp

(
β′

l̃k
xt

)
= plk (βlk, xt) (l = 2, . . . , K) ,

p1k,t+1 = Pr (Yt+1 = e1 |Yt = ek, xt ) = 1 −
∑K

l=2 exp
(
β′lkxt

)
1 +

∑K
l̃=2 exp

(
β′

l̃k
xt

)
= p1k (xt) ,

と表現される.

2.3 観測方程式: レジームスイッチング下での資産

価格過程

前節までにレジームを, 1次Markov過程により状態方程式として記述し

た. これを所与とした上で, 離散時間で資産価格過程のモデリングを「観測
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方程式」として行なう. 以下では, 先行研究において代表的な 2つの過程に

ついて説明する.

2.3.1 対数正規モデル

資産の対収益率過程 R = {Rt ; t = 1, . . . , T}を、レジーム Yt 所与の下

で以下のように表す:

Rt |Yt = μ(Yt) + Σ1/2(Yt)εt ,

但し, εt ∼ N(0, I) は互いに独立で同一な標準正規撹乱項である. またここ

で, 上記の過程を記述する 2つのパラメータ, つまりドリフト・パラメータ

とディフュージョンパラメータはレジーム定義関数を用いて, それぞれ,

μ(Yt) =
K∑

k=1

It(k)μ(k) ,

Σ(Yt) =
K∑

k=1

It(k)Σ(k) ,

と表現される.

2.3.2 マルチファクター・リターンモデル (時系列回帰モデル)

レジーム Yt 所与の下での資産の対収益率過程 R = {Rt ; t = 1, . . . , T}
が, 外性的な m 個のリターン・ファクターにより回帰されると考え, これを

以下のように表す:

Rt+1 |Yt+1 = B (Yt+1)xt + εt+1 , (2.11)

但し, xt ∈ Rm は m 個の外生的なリターン・ファクター,

B(Yt+1) =
(

β′1(Yt+1) . . .β′i(Yt+1) . . .β′n(Yt+1)
)′

∈ Rn×m はリターン・

ファクターに対する係数行列, εt ∼ Nn (0,Σ) は撹乱項を表す.



19

第 3章

レジームスイッチングモデル

の推定方法

市場で離散時間において観測されるデータを上手く説明し得る適切なレ

ジームスイッチングモデルを構築したとする. このとき, 利用可能な全ての

データを用いて, モデルに含まれるパラメータをどのように推定すべきか?

を本章では考えていく.

レジームスイッチングモデルを推定するには, 今日に至るまでに様々な方

法が考えられているが, 主要な手法は以下の 2つの分類に含まれよう.

1. EMアルゴリズムによる尤度最大化手法

2. Bayesian MCMC

本書では, 一つ目の手法を用いたパラメータ推定方法を用いることとし, 本

章で詳しく述べる.
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3.1 準対数尤度関数

Rt = σ (R1, . . . ,Rt) と書く. このとき準尤度関数 (quasi-likelihood

function)は,

f(RT ;Θ) = f(RT , RT−1;Θ)

= f(RT |RT−1;Θ )f(RT−1;Θ)

= f(RT |RT−1;Θ )f(RT−1 |RT−2;Θ )f(RT−2;Θ)

= f(RT |RT−1;Θ )f(RT−1 |RT−2;Θ ) . . . f(R2 |R1;Θ )f(R1;Θ)

= f(RT |RT−1;Θ )f(RT−1 |RT−2;Θ ) . . . f (R2 |R1;Θ ) f (R1 |R0;Θ )

=
T∏

t=1

f (Rt |Rt−1;Θ )

=
T∏

t=1

K∑
k=1

Pr (Yt = ek, Rt |Rt−1;Θ )

=
T∏

t=1

K∑
k=1

f (Rt |Yt = ek, Rt−1;Θ ) · Pr (Yt = ek |Rt−1;Θ )

=
T∏

t=1

K∑
k=1

ηk,t · ξk,t|t−1 .

ここで,

ηk,t
�
= f (Rt |Yt = ek, Rt−1;Θ ) (3.1)

ξk,t|t−1 = Pr (Yt = ek |Rt−1;Θ ) , (3.2)

とおき, それぞれ, 「レジーム条件付密度関数」, 「レジーム滞留確率」と呼

ぶ. このとき, 準尤度関数は次のように書き直せる:

f(RT ;Θ) =
T∏

t=1

K∑
k=1

ηk,t · ξk,t|t−1

=
T∏

t=1

η′tξt|t−1 =
T∏

t=1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

)
. (3.3)
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3.2 レジーム更新式

ξk,t|t = Pr(Yt = ek|Rt;Θ)と ξk,t|t−1 = Pr(Yt = ek|Rt−1;Θ) との間に

成立する更新式を考える:

ξk,t|t = Pr (Yt = ek |Rt;Θ ) = Pr (Yt = ek |Rt, Rt−1;Θ )

=
Pr (Yt = ek, Rt |Rt−1;Θ )

Pr (Rt |Rt−1;Θ )
=

Pr (Yt = ek, Rt, |Rt−1;Θ )∑K
l=1 Pr (Yt = el, Rt |Rt−1;Θ )

=
f (Rt |Yt = ek, Rt−1;Θ ) · Pr (Yt = ek |Rt−1;Θ )∑K
l=1 f (Rt |Yt = el, Rt−1;Θ ) · Pr (Yt = el |Rt−1;Θ )

=
f (Rt |Yt = ek;Θ ) · Pr (Yt = ek |Rt−1;Θ )∑K
l=1 f (Rt |Yt = el;Θ ) · Pr (Yt = el |Rt−1;Θ )

=
ηk,tξk,t|t−1∑K
l=1 ηl,tξl,t|t−1

=
ηk,tξk,t|t−1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

) .

これをベクトル表現をすれば,

ξt|t =
ηt

⊙
ξt|t−1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

) ,

が得られる. また,

ξk,t|t−1 = Pr (Yt = ek |Rt−1;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek, Yt−1 = el |Rt−1;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek |Yt−1 = el, Rt−1;Θ ) · Pr (Yt−1 = el |Rt−1;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) · Pr (Yt−1 = el |Rt−1;Θ )

(... 時点 t − 1でのレジームによってのみ決定されるから)

=
K∑

l=1

pklξl,t|t−1
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= (pk1 . . . pkl . . . pkK)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ1,t|t−1

...
ξl,t|t−1

...
ξK,t|t−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (3.4)

ベクトルと行列を用いて表記すれば,

ξt|t−1 = Pξt−1|t−1 . (3.5)

ここで ξt|t を「フィルター (filter)」, ξt|t−1 を「プレディクター (predictor)」

と呼ぶ. 両者はいずれも t 時点でのレジーム滞留確率を表すが, 前者は t 時

点までの情報を用いて, 後者は t − 1 時点までの情報を用いている点が異

なる.

一方, 推定のために用いることができる T 時点までの全データを用い

てレジーム滞留確率を計算することも可能である. これは「スムーザー

(smoother)」と呼ばれ, 以下の Kim (1993) によって提案された計算方法に

より, 簡単に求めることが可能である. まず, レジームは 1 次 Markov 過程

に従うから,

Pr (Yt = ek |Yt+1 = el, RT ;Θ ) = Pr (Yt = ek |Yt+1 = el, Rt;Θ ) .

これより,

ξk,t|T = Pr (Yt = ek |RT ;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek, Yt+1 = el |RT ;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek |Yt+1 = el, RT ;Θ ) · Pr (Yt+1 = el |RT ;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek |Yt+1 = el, Rt;Θ ) · Pr (Yt+1 = el |RT ;Θ )

=
K∑

l=1

Pr (Yt = ek, Yt+1 = el |Rt;Θ )
Pr (Yt+1 = el |Rt;Θ )

· Pr (Yt+1 = el |RT ;Θ )
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=
K∑

l=1

Pr (Yt+1 = el |Yt = ek, Rt;Θ ) · Pr (Yt = ek |Rt;Θ )
Pr (Yt+1 = el |Rt;Θ )

· Pr (Yt+1 = el |RT ;Θ )

= Pr (Yt = ek |Rt;Θ )
K∑

l=1

Pr (Yt+1 = el |Yt = ek;Θ ) · Pr (Yt+1 = el |RT ;Θ )
Pr (Yt+1 = el |Rt;Θ )

= ξk,t|t
K∑

l=1

plkξl,t+1|T
ξl,t+1|t

(3.6)

= ξk,t|t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p1k

...
plk

...
pKk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

′

(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)

= ξk,t|tP′•k
(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
, (3.7)

ここで, P•k は推移確率行列の第 k 列を表す. よって,⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ1,t|T
...
ξk,t|T
...
ξK,t|T

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ1,t|tP′•1
(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
...
ξk,t|tP′•k

(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
...
ξK,t|tP′•K

(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ1,t|t
...
ξk,t|t
...
ξK,t|t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠




⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P′•1
(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
...
P′•k

(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
...
P′•K

(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= ξt|t 
 (P•1 . . .P•k . . .P•K)′
(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
⇐⇒ ξt|T = ξt|t 
 P′

(
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

)
(3.8)

但し, (÷) はベクトルの要素毎の割り算を行なう演算子である. 上記議論を

纏めると, EMアルゴリズムにおいて用いられる「レジーム更新式」が得ら

れる:
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� �

ξt|t =
ηt

⊙
ξt|t−1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

) , (3.9)

ξt+1|t = Pξt|t , (3.10)

ξt|T = ξt|t 

{
P′ · [ξt+1|T (÷)ξt+1|t

]}
. (3.11)

� �

3.3 尤度関数

準尤度関数 f(RT ; Θ)ではなく, 通常の尤度関数 f(RT , YT ; Θ)を考え

る. 尤度関数最大化は、準尤度関数最大化することと等価だからである [see

Hamilton(1990)]. この尤度関数は次のように表すことが出来る:

f(RT , YT ;Θ) (3.12)

= f ({RT , YT } , {RT−1, YT−1} ;Θ)

= f (RT , YT |RT−1, YT−1;Θ ) · f (RT−1, YT−1;Θ)

= f (RT , YT |RT−1, YT−1;Θ ) · f ({RT−1, YT−1} , {RT−2, YT−2} ;Θ)

= f (RT , YT |RT−1, YT−1;Θ ) · f (RT−1, YT−1 |RT−2, YT−2;Θ ) · f (RT−2, YT−2;Θ)

= f (RT , YT |RT−1, YT−1;Θ ) · f (RT−1, YT−1 |RT−2, YT−2;Θ ) · (3.13)

. . . · f (R2, Y2 |R1, Y1;Θ ) · f (R1, Y1;Θ)

= f (RT , YT |RT−1, YT−1;Θ ) · f (RT−1, YT−1 |RT−2, YT−2;Θ ) · (3.14)

. . . · f (R2, Y2 |R1, Y1;Θ ) · f (R1, Y1 |R0, Y0;Θ )

=
T∏

t=1

f (Rt, Yt |Rt−1, Yt−1;Θ )

=
T∏

t=1

f (Rt, Yt |Ft−1;Θ ) (... Ft−1 = σ (Rt−1, Yt−1))

= f (R1, Y1 |F0;Θ )
T∏

t=2

f (Rt, Yt |Ft−1;Θ )

= Pr (Y1 |F0;Θ ) f (R1 |Y1, F0;Θ )
T∏

t=2

Pr (Yt |Ft−1;Θ ) f (Rt |Yt, Ft−1;Θ )
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= Pr (Y1 |F0;Θ ) f (R1 |Y1;Θ )
T∏

t=2

Pr (Yt |Yt−1;Θ ) f (Rt |Yt;Θ )

=
K∑

k=1

I1(k) Pr (Y1 = ek |F0;Θ ) f (R1 |Y1 = ek;Θ ) (3.15)

×
T∏

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) f (Rt |Yt = ek;Θ ) . (3.16)

これより対数尤度関数は,

log f(RT , YT ;Θ)

= log

[
K∑

k=1

I1(k) Pr (Y1 = ek |F0;Θ ) f (R1 |Y1 = ek;Θ )

]

+
T∑

t=2

log

[
K∑

k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) f (Rt |Yt = ek;Θ )

]

=
K∑

k=1

I1(k) log [Pr (Y1 = ek |F0;Θ ) f (R1 |Y1 = ek;Θ )]

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) log [Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) f (Rt |Yt = ek;Θ )]

=
K∑

k=1

I1(k) log Pr (Y1 = ek |F0;Θ ) +
K∑

k=1

I1(k) log f(R1 |Y1 = ek;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) log Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) log f (Rt |Yt = ek;Θ )

=
K∑

k=1

I1(k) log Pr (Y1 = ek |F0;Θ ) +
K∑

k=1

I1(k) log f(R1 |Y1 = ek;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) log Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

It(k) log f (Rt |Yt = ek;Θ )
K∑

l=1

It−1(l)︸ ︷︷ ︸
=1
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=
T∑

t=1

K∑
k=1

It(k) log f (Rt |Yt = ek;Θ )

+
K∑

k=1

I1(k) log Pr (Y1 = ek |F0;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) log Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) . (3.17)

3.4 EMアルゴリズム

レジームスイッチングモデルのパラメータ Θ の推定は, いわゆる「EM

アルゴリズム」に基づいて行なう. このアルゴリズムでは, 初期値 Θ(0)

を適当に与えた上で, 「E-ステップ (Expectation Step)」と「M-ステップ

(Maximization Step)」から成るイテレーション (j = 1, 2, . . .) を交互に行

なう. イテレーション j はパラメータの推定値 Θ(j−1) を, より良い推定値

Θ(j) に更新する. つまり, E-ステップとM-ステップから成るイテレーショ

ンは, 単調に尤度関数を大きくしていく.

そこで, パラメータの推定値が更新されなくなるまでイテレーション

を繰り返し, Θ(J−1) ≈ Θ(J) となったときに, パラメータ Θ の推定値を

Θ̂ = Θ(J) とするのである.

次に, イテレーション j + 1 における, E-ステップとM-ステップの詳細に

ついて述べる.

3.4.1 E-ステップ

(7.48)式で表される対数尤度関数 log f(RT , YT ; Θ(j+1)) を特定するパ

ラメータ Θ(j+1) ではなく, これとは別のパラメータ Θ(j) で特定される測

度下で, 観測値 RT を条件として, この対数尤度関数の期待値をとる. これ
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を, 「Q関数」と定義する:

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )
�
=EΘ(j)

[
log f(RT , YT ; Θ(j+1)) |RT

]
.

このとき, Q関数は次のように書き直すことができる:

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ) =
T∑

t=1

K∑
k=1

EΘ(j)
[It(k)|RT ] log f(Rt|Yt = ek;Θ(j+1))

+
K∑

k=1

EΘ(j)
[I1(k)|RT ] log Pr(Y1 = ek

∣∣∣F0;Θ(j+1) )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

EΘ(j)
[It−1(l)It(k)|RT ] log Pr(Yt = ek|Yt−1 = el;Θ(j+1))

=
T∑

t=1

K∑
k=1

Pr(Yt = ek|RT ;Θ(j)) log f
(
Rt

∣∣∣Yt = ek;Θ(j+1)
)

+
K∑

k=1

Pr(Y1 = ek|RT ;Θ(j)) log Pr(Y1 = ek

∣∣∣F0;Θ(j+1) )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) log Pr(Yt = ek|Yt−1 = el;Θ(j+1))

=
T∑

t=1

K∑
k=1

ξ
(j)
k,t|T log f

(
Rt

∣∣∣Yt = ek;Θ(j+1)
)

+
K∑

k=1

ξ
(j)
k,1|T log ρ

(j+1)
k

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) log p
(j+1)
kl . (3.18)

ここで,

ρ
(j+1)
k

�
=Pr(Y1 = ek

∣∣∣F0;Θ(j+1) ) , (3.19)

p
(j+1)
kl

�
=Pr(Yt = ek|Yt−1 = el;Θ(j+1)) , (3.20)

ξ
(j)
k,t|T

�
=Pr(Yt = ek|RT ;Θ(j)) , (3.21)

ξ
(j)
k,1|T

�
=Pr(Y1 = ek|RT ;Θ(j)) , (3.22)

と書いた.
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対数正規モデルの Q関数

レジーム条件付対数リターンが, 多次元対数分布に従うとする. つまり,

Rt|Yt ∼ N (μ(Yt),Σ(Yt)) とする. このとき, レジーム条件付密度関数は,

f
(
Rt

∣∣∣Yt = el;Θ(j+1)
)

=
1

(2π)
n
2

∣∣Σ(k)(j+1)
∣∣ 1
2

exp
[
−1

2

(
Rt − μ(k)(j+1)

)′ (
Σ(k)(j+1)

)−1 (
Rt − μ(k)(j+1)

)]
.

これより, レジーム条件付の対数密度関数は,

log f
(
Rt

∣∣∣Yt = ek;Θ(j+1)
)

= −n

2
log 2π − 1

2
log

∣∣∣Σ(k)(j+1)
∣∣∣ − 1

2

(
Rt − μ(k)(j+1)

)′ (
Σ(k)(j+1)

)−1 (
Rt − μ(k)(j+1)

)
= −1

2

[
n log 2π + log

∣∣∣Σ(k)(j+1)
∣∣∣ +

(
Rt − μ(k)(j+1)

)′ (
Σ(k)(j+1)

)−1 (
Rt − μ(k)(j+1)

)]
.

これらを, (3.18)式に代入して, Q関数を求めると,

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )

= −1
2

T∑
t=1

K∑
k=1

ξ
(j)
k,t|T

[
n log 2π + log

∣∣∣Σ(k)(j+1)
∣∣∣ +

(
Rt − μ(k)(j+1)

)′ (
Σ(k)(j+1)

)−1 (
Rt − μ(k)(j+1)

)]

+
K∑

k=1

ξ
(j)
k,1|T log ρ

(j+1)
k +

T∑
t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) log p
(j+1)
kl . (3.23)

マルチファクターリターンモデルの Q関数

マルチファクターリターンモデルの場合, そのモデル式は,

Rt |Yt = β′(Yt)xt−1 + σ(Yt)εt , (3.24)

但し, xt−1 ∈ Rm+1 は, その第 0 成分が 1 であり, それ以外はリターンを説

明する m 個の外生変数から成る. また, εt ∼
I.I.D.

N(0, 1) は撹乱項を表す. こ

れより,

Rt |Yt = β′(Yt)xt−1 + σ(Yt)N(0, 1) = N
(
β′(Yt)xt−1, σ

2(Yt)
)

.
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よって, 対数密度関数は,

log f
(
Rt

∣∣∣Yt = ek;Θ(j+1)
)

= log

[
1

(2π)
1
2 σ(j+1)(k)

exp

(
−

(
Rt − β′(j+1)(k)xt−1

)2

2
(
σ(j+1)(k)

)2

)]

= −1
2

[
log 2π + 2 log σ(j+1)(k) +

(
Rt − β′(j+1)(k)xt−1

)2(
σ(j+1)(k)

)2

]
,

と書ける. これらを, (3.18)式に代入して, Q関数を求めると,

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )

= −1
2

T∑
t=1

K∑
k=1

ξ
(j)
k,t|T

[
log 2π + 2 log σ(j+1)(k) +

(
Rt − β′(j+1)(k)xt−1

)2

2
(
σ(j+1)(k)

)2

]

+
K∑

k=1

ξ
(j)
k,1|T log ρ

(j+1)
k +

T∑
t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) log p
(j+1)
kl .(3.25)

3.4.2 M-ステップ

イテレーション j + 1 のM-ステップでは, E-ステップにおいて求めた Q

関数 Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ) を, 推移確率, 及び初期レジーム滞留確率に関す

る制約下で, Θ(j+1) に関して最大化する. (3.18)式で表される Q関数を目

的関数として, 次のように定式化される:

P(j+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
Θ(j+1)

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )

subject to
K∑

k=1

p
(j+1)
kl = 1 (l = 1, . . . , K) ,

K∑
k=1

ρ
(j+1)
k = 1 .

(3.26)

問題 P(j+1) に対する Lagrangianは,

L (Θ(j+1); ν, χ) = Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ) +
K∑

l=1

νl

(
1 −

K∑
k=1

p
(j+1)
kl

)
+ χ

(
1 −

K∑
k=1

ρ
(j+1)
k

)
.(3.27)

但し, ν ∈ RK×1, χ ∈ R は Lagrange乗数である.
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対数正規モデルの場合

推移確率行列 p
(j+1)
kl に関する KKT 条件を、LagrangianL を用いて表

せば、

∂L

∂p
(j+1)
kl

=
1

p
(j+1)
kl

T∑
t=2

Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) − νl = 0 (k, l = 1, . . . , K) ,(3.28)

∂L

∂νl
= 1 −

K∑
k=1

p
(j+1)
kl = 0 (l = 1, . . . , K) . (3.29)

この 2式より、

p
(j+1)
kl =

∑T
t=2 Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j))∑T

t=2 Pr(Yt−1 = el|RT ;Θ(j))
(3.30)

同様に初期レジーム滞留確率 ρ
(j+1)
l に関する KKT条件は、

∂L

∂ρ
(j+1)
k

=
ξ
(j)
k,1|T

ρ
(j+1)
k

− χ = 0 (k = 1, . . . , K) (3.31)

∂L

∂χ
= 1 −

K∑
k=1

ρ
(j+1)
k = 0 . (3.32)

この 2式より、

ρ
(j+1)
k =

ξ
(j)
k,1|T∑K

l=1 ξ
(j)
l,1|T

(3.33)

また、ドリフト・パラメータに関する KKT条件は、

∂L

∂μ(j+1)(k)
=

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T Σ(j+1)(k)−1(Rt − μ(j+1)(k)) = 0 (3.34)

... μ(j+1)(k) =

∑T
t=1 ξ

(j)
k,t|T Rt∑T

t=1 ξ
(j)
k,t|T

. (3.35)

ディフュージョン・パラメータに関する KKT条件は、

∂L

∂Σ(j+1)(k)
= −1

2

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T

[
∂

∂Σ(j+1)(k)
log |Σ(j+1)(k)|
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+
∂

∂Σ(j+1)(k)
tr

{
Σ(j+1)(k)−1(Rt − μ(j+1)(k))(Rt − μ(j+1)(k))′

}]

= −1
2

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T

[
Σ(j+1)(k)−1 − Σ(j+1)(k)−1(Rt − μ(j+1)(k))(Rt − μ(j+1)(k))′Σ(j+1)(k)−1

]
= O

... Σ(j+1)(k) =

∑T
t=1 ξ

(j)
k,t|T (Rt − μ(j+1)(k))(Rt − μ(j+1)(k))′∑T

t=1 ξ
(j)
k,t|T

マルチファクターリターンモデルの場合

推移確率行列 p
(j+1)
kl に関する KKT条件より，

p
(j+1)
kl =

T∑
t=2

Pr
(
Yt−1 = el, Yt = ek|YT ;Θ(j)

)
T∑

t=2

Pr
(
Yt−1 = el|YT ;Θ(j)

) (3.36)

初期レジーム滞留確率 ρ
(j+1)
k に関する KKT条件より，

ρ
(j+1)
k =

ξ
(j)
k,1|T∑K

k=1 ξ
(j)
k,1|T

(3.37)

β(j+1)(k)に関する KKT条件より，

β(j+1)(k) =

(
T∑

t=1

ξ
(j)
k,t|T xt−1x

′
t

)−1 (
T∑

t=1

ξ
(j)
k,t|T Rtxt

)
(3.38)

ボラティリティ σ(j+1)(k)に関する KKT条件より，

(
σ(j+1)(k)

)2

=
1∑T

t=1 ξ
(j)
k,t|T

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T

(
Rt − β(j+1)(k)xt

)2

(3.39)

以上により, レジーム毎の初期レジーム滞留確率 ρ
(j+1)
k , 各ファクターに

対する係数 β(j+1)(k), ボラティリティ σ(j+1)(k)が推定される.
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第 4章

離散時点におけるポートフォ

リオ選択理論

4.1 概要

本論文では, レジームの存在により, 投資機会がスイッチングすることを

考慮した場合の最適なポートフォリオ選択理論を離散時間の枠組みで構築

し, その有効性を我が国における運用シミュレーションにより実証する. 資

産価格過程を特徴付ける 2つのパラメータが, 1次のMarkovスイッチング・

モデルとして記述されるレジームに応じてスイッチすると考えた上で, 対数

平均・分散の意味で最適なポートフォリオを動的に得るための定式化を行な

い, また, レジームに関する Markovスイッチング・モデルの推定方法につ

いて言及する. 上記理論に基づいた実証分析により, まず安定したレジーム

の推定を行なうためにはレジームの状態数を適切に設定することが重要であ

ることがわかった. 安定したレジームを推定し, 各レジームの特性を生かす

ことによって従来の手法では得られない投資機会を見出し, かつリバランス

量も低く抑えられたポートフォリオを構築することが可能であることを示す

ことができた.
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4.2 イントロダクション

本論文では, 資産市場の背後には, 例えば「景気が良い, 悪い」, あるいは

「ある市場が他の市場と比較して良い, 悪い」といった, 複数のレジームが存

在し, これが動的にスイッチングしていく場合の資産価格過程のモデリング

を行った上で, 適切なポートフォリオ選択理論を構築する. 更に, 上記理論モ

デルを記述するパラメータを, 市場データから推定する方法について述べた

上で, これをアセット・アロケーションへ適用した実証分析を行なう.

本論文では, レジーム・スイッチングは離散的に起こると考え, また, 資

産価格過程も離散時間モデルを採用する. 本論文で用いるレジーム・スイッ

チング・モデルは, ベーシック・モデルと呼ばれる, Markov スイッチング・

モデルである. Markov スイッチング・モデルのパイオニアとして知られる

Hamilton (1989) は, レジームを 1次のMarkov過程として記述し, 確率推

移を時間斉時的な行列として表現した. その上で, 資産価格の過程を, 期待

値を表すドリフトと, 分散を表すボラティリティ (ディフュージョン)を有す

る撹乱項として表現し, そのパラメータをレジームに応じてスイッチングす

ると考えるのがベーシック・モデルである. 近年, Markov スイッチング・

モデルは, 様々な角度から研究が行なわれている. Timmermann (2000) は,

確率推移が時間斉時的, かつ, 資産価格が上述のベーシック・モデルや 1次

の自己回帰過程であっても, 様々なモーメントや系列相関を表現することが

できることを示している. また, Hamiltonが仮定した時間斉時的な確率推移

を, 時間可変的な確率推移へと拡張した研究もある. 例えば, Duan, Popova,

and Ritchken (2002) は, レジーム・スイッチング下でのヨーロピアン・オプ

ション価格付けに関する研究を行なった. その研究においては, ボラティリ

ティが直近のボラティリティのフィードバックを受けて時間可変的にスイッ

チングするというモデリングを行なえば, SVモデルを支配する GARCHモ
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デルを更に支配することを示している. 本論文では, 資産収益率の過程につ

いて, ベーシック・モデルを採用してはいるが, 上記の先行研究の線に沿っ

た拡張可能性を有していると考えられる.

本論文は, レジーム・スイッチングが離散的に生起するのに合わせ, 離散

時間で資産価格過程をモデリングした上で, 投資リバランス関しても離散的

に行なうポートフォリオ選択理論を構築する. ベーシック・モデルにおいて

は, レジーム条件下で, 各投資期間の資産の対数収益率は互いに独立である.

また, ポートフォリオ選択規準として, 対数平均・分散規準を用いる. この規

準においては, リターン指標は期末対数ポートフォリオ価値の期待値, すな

わち平均成長率である. 一方, リスク指標は期末対数ポートフォリオ価値の

分散, つまり成長率の分散である. レジーム条件下で, 対数平均・分散規準に

よりポートフォリオ選択を行なう場合の利点は, 3 つある:

1. 中・長期的な運用を考えた場合には, 対数平均・分散規準は, 経済学的

に妥当な規準となることである (詳細は, Luenberger(1993) を参照さ

れたい).

2. 対数関数の性質により, 期末の対数ポートフォリオ価値は, 各期間の

対数ポートフォリオ収益率の和として表すことができる. 更に, レ

ジーム条件下では, 各期間の資産の対数収益率は互いに条件付独立で

ある. したがって, 対数平均・分散モデルにおいては, 投資期間全体

のリターン指標とリスク指標は何れも, 各投資期間のリターン指標

とリスク指標の和として表すことができる. 結果として, 最適なポー

トフォリオ選択は, 各期において, 2 次計画法を解くことにより得ら

れる.

3. レジーム条件下での対数平均・分散規準により最適ポートフォリオ選

択を行なえば, リスク-リターンのプロフィールの視覚的把握として馴

染み深い有効フロンティアを, レジームに応じて描くことができる.
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また, 将来のレジームのシナリオ予測に基づいて, 最適なポートフォ

リオ選択を行なえる.

本論文は, 以下のように構成される: 第 2 節では, レジーム条件下での, 資産

対数収益率の過程を記述した上で, 対数平均・分散モデルによるポートフォ

リオ選択理論を構築する. 第 3 節においては, レジームのダイナミクスのモ

デリングを行い, その推定方法について述べる. 第 4 節は, 本モデルを用い

て, 我が国における運用シミュレーションを行い, その有効性を実証する.

4.3 モデル

n個の資産が取引されている市場を考える. 資産価格は, 離散時点 t (t =

0, 1, . . . , T )で観測されるものとする. また, 時間間隔 (t− 1, t]を期間 tとよ

ぶ. 時点 t − 1と tにおける資産価格 St−1 と St により定義される, 期間 t

の対数収益率Rt = (R1t, . . . , Rit, . . . , Rnt)
′ が以下の過程に従うとする:

Rit
�
= log

(
Sit

Sit−1

)
= μit + σitεt (i = 1, . . . , n) ,

あるいは, Rt = μt + Σtεt , (4.1)

但し, μt = (μ1t . . . μit . . . μnt)
′ はドリフト・パラメータ, Σt =

(σij,t)1≤i,j≤n = (σ′1t . . .σ′it . . .σ′nt)
′ は, ディフュージョン・パラ

メータであり, σit はその第 i行ベクトルを表すものとする. εt ∼ Nn (0, I)

は, イノベーション項であり, 上付き文字 ′ は転置を表す.

市場の背後には, K 種類のレジームが存在し, ドリフト・パラメータ μt

と, ディフュージョン・パラメータ Σt を, 離散時点 t (t = 1, . . . , T ) でス

イッチさせる仮定する. レジームを 1次Markov過程に従う K 次元の列ベ

クトル Yt で表し, その実現値を {e1, . . . , ek, . . . , eK}とする. 但し, ek はK

次元列ベクトルであり, k 番目の要素が 1であり, その他の要素は 0である

とする. また, FY
t
�
= σ (Yu ; u = 1, . . . , t) と書く. さらに, 資産価格過程の
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ドリフト・パラメータ μ = {μt ; t = 1, . . . , T} と, ディフュージョン・パ

ラメータ Σ = {Σt ; t = 1, . . . , T} は, レジームに応じて K 種類の実現値

をとると仮定し, 定義関数を以下のように定義する:

It(k)
�
= 〈Yt, ek〉 =

{
1 (Yt = ek のとき)
0 (それ以外のとき) ,

(4.2)

但し, 演算 〈 , 〉 は内積を表す. このとき, ドリフトとディフュージョン・

パラメータに関して, レジームに応じて, それぞれ K 種類のパラメータ,

{μ(1), . . . ,μ(K)} と, {Σ(1), . . . ,Σ(K)} が存在すると仮定する. 但し,

Σ(k) = (σ′1(k) . . .σ′i(k) . . .σ′n(k))′ (k = 1, . . . , K) である. これを用いて,

μt =
K∑

k=1

It(k)μ(k)
�
=μ(Yt) , (4.3)

Σt =
K∑

k=1

It(k)Σ(k)
�
=Σ(Yt) , (4.4)

と表現することとする. また,

Λ(k)
�
=Σ(k)Σ(k)′ ,

λ(k)
�
=(σ1(k)σ1(k)′ . . .σi(k)σi(k)′ . . .σn(k)σn(k)′)′ ,

と書き, 以下のように略記することとする.

Λt = ΣtΣ′t =
K∑

k=1

It(k)Σ(k)Σ(k)′
�
=Λ(Yt) ,

λt = (σ1tσ
′
1t . . .σitσ

′
it . . .σntσ

′
nt)
′ =

K∑
k=1

It(k)λ(k)
�
= λ(Yt) .

上記の設定の下で, 対数収益率 (4.1)は, レジーム条件付の過程として記述す

ることができる:

Rt|Yt = μ(Yt) + Σ(Yt)εt (t = 1, . . . , T ) . (4.5)
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投資家は, 期間 t の期首においてポートフォリオを構築するものとし, その

ポートフォリオウェイトを bt = (b1t . . . bit . . . bnt)
′ で表す. すなわち, bit

は, 期首 t におけるポートフォリオ全体の価値のうち, 資産 i への投資金額

比率を表し, これを用いて期間 tでの運用を行なうものとする. また, ポート

フォリオ選択は, 以下の領域D内で行なうものとする:

D
�
=

{
b ∈ R

n| b′1 = 1, b ≥ 0, Ab ≤ c
}

, (4.6)

但し, A ∈ R
m×n, c ∈ R

m であり, 1は要素が全て 1である列ベクトルであ

る. また, 最後の不等式は, 実務上の要請に対応するものである.

上記の設定の下で, ポートフォリオ選択規準として, 以下に述べる “レジー

ム・スイッチング・対数平均・分散規準”を採用する:� �
レジーム・スイッチング・対数平均・分散規準

レジーム・スイッチング・対数平均・分散 (rsLMV)規準とは, レジー

ム・スイッチングを考慮した投資期間全体の対数分散 (リスク)を制約

条件として, 投資期間の期末におけるポートフォリオ価値, 換言すれば,

ポートフォリオ価値の成長率 (リターン)を最大化する規準である.
� �

Luenberger (1993) は, 中長期的なポートフォリオ選択を行う場合には,

対数平均・分散規準が経済学的に妥当な規準となることを示している. ま

た, 対数平均・分散規準における有効フロンティアの効率的計算手法に関し

ては, Konno, Pliska, and Suzuki (1993) が述べている. また, 本論文にお

いては, レジーム・スイッチングと資産価格過程に関し, 共に, 離散時間で

のモデリングを行っているが, レジーム・スイッチング下でのMerton問題

は, Ishijima and Uchida (2002) が研究を行っている. 期間 t において, レ

ジーム条件下でのポートフォリオ価値の対数収益率 RP
t は, 対数線形近似

(Campbell and Viceira (2002))より,

RP
t |Yt

�
= log

(
Vt

Vt−1

)∣∣∣∣ Yt = b′tRt|Yt +
1
2
b′tλ(Yt) − 1

2
b′tΛ(Yt)bt (4.7)
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= μP (bt ; Yt) + b′tΣ(Yt)εt , (4.8)

但し,

μP (bt ; Yt)
�
= b′tμ(Yt) − 1

2
b′tΛ(Yt)bt +

1
2
b′tλ(Yt) , (4.9)

である. (4.7) 式では, 対数線形近似を行なっている. これにより, ポート

フォリオ価値の対数収益率を, ポートフォリオ・ウェイトで加重平均された

各資産の対数収益率で表現することができる. また, μP (bt ; Yt) を, 期間 t

における, “レジーム条件付ポートフォリオ・リターン” と呼び, これは, 本

モデルにおけるリターン指標である.

V0 = 1 を仮定すれば, 投資期間の期末 T における, レジーム条件付の対

数ポートフォリオ価値は, 以下のように与えられる:

log VT |FY
T = log

(
V1

V0
· . . . · VT

VT−1

)∣∣∣∣FY
T =

T∑
t=1

RP
t |Yt (4.10)

=
T∑

t=1

{
μP (bt ; Yt) + b′tΣ(Yt)εt

}
. (4.11)

これより, レジーム条件付の期末対数ポートフォリオ価値の期待値と分散は,

E
[
log VT |FY

T

]
=

T∑
t=1

μP (bt ; Yt) , (4.12)

V
[
log VT |FY

T

]
=

T∑
t=1

V
[
μP (bt ; Yt) + b′tΣ(Yt)εt|FY

T

]
(4.13)

=
T∑

t=1

σ2
P (bt ; Yt) . (4.14)

但し,

σ2
P (bt ; Yt)

�
= b′tΛ(Yt)bt , (4.15)

である. ここで, (4.13) 式は, レジーム条件下で, εt は互いに独立であるこ

と, また, (4.14)式は, Λ(Yt) = Σ(Yt)Σ(Yt)′ を用いることにより得られる.
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σ2
P (bt ; Yt) を, 時点 t における, “レジーム条件付ポートフォリオ・リスク”

と呼び, これは本モデルにおけるリスク指標である. レジーム条件付ポート

フォリオ・リターン μP (bt ; Yt) と, ポートフォリオ・リスク σ2
P (bt ; Yt)

は, それぞれ,

μP (bt) = (μP (bt ; e1) . . . μP (bt ; ek) . . . μP (bt ; eK)) , (4.16)

σ2
P (bt) =

(
σ2

P (bt ; e1) . . . σ2
P (bt ; ek) . . . σ2

P (bt ; eK)
)

, (4.17)

を用いて,

μP (bt ; Yt) = μP (bt)Yt , (4.18)

σ2
P (bt ; Yt) = σ2

P (bt)Yt , (4.19)

と書くことができる. これより, 期末における対数ポートフォリオ価値の期

待値と分散は, レジーム Y に関する期待値をとることにより, 以下のように

与えられる:

E0 [ log VT ] = E0

[
E

[
log VT |FY

T

] ]
=

T∑
t=1

μP (bt)E0 [ E [ Yt|Yt−1 ] ](4.20)

=
T∑

t=1

μP (bt)Ȳt , (4.21)

V0 [ log VT ] = E0

[
V

[
log VT |FY

T

] ]
=

T∑
t=1

σ2
P (bt)E0 [ E [ Yt|Yt−1 ] ](4.22)

=
T∑

t=1

σ2
P (bt)Ȳt . (4.23)

但し,

Ȳt
�
=

K∑
k=1

ξk,t|t−1ek , (4.24)

ξk,t|t−1
�
= Pr (Yt = ek|Yt−1) , (4.25)

であり, ξk,t|t−1 は, 時点 t − 1 でのレジーム条件付の, 時点 t における “

レジーム滞留確率” と呼ぶ. この表記を用いれば, 期末における対数ポート
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フォリオ価値の期待値と分散は,

E0 [ log VT ] =
T∑

t=1

K∑
k=1

ξk,t|t−1μP (bt ; ek) , (4.26)

V0 [ log VT ] =
T∑

t=1

K∑
k=1

ξk,t|t−1σ
2
P (bt ; ek) . (4.27)

(4.26)式は, 対数ポートフォリオ価値の期待値は,「時点 t における, レジー

ム “k′′ 条件付ポートフォリオ・リターン μP (bt ; ek) を, レジーム “k′′ 滞

留確率 ξk,t|t−1 で加重平均した」ものを, さらに, 時間 t に関して和をとっ

たものである. 同様に, (4.27)式は,「時点 t における, レジーム “k′′ 条件付

ポートフォリオ・リスク σ2
P (bt ; ek) を, レジーム “k′′ 滞留確率 ξk,t|t−1 で

加重平均した」ものを, さらに, 時間 t に関して和をとったものである.

以上の準備により, レジーム・スイッチング・対数平均・分散規準に基づ

き, 最適なポートフォリオを得るための定式化を行なう. 各期において, ポー

トフォリオ全体として許容することのできるリスク, すなわち, “ターゲッ

ト・ボラティリティ”を σ̄2 とする. このとき, (4.6)式の実行可能領域 D に

おける最適なポートフォリオ b = {bt ; t = 1, . . . , T} は, (4.26), (4.27)式

により, 以下の問題 P の解として与えられる:

P

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
b

E0 [ log VT ] =
T∑

t=1

K∑
k=1

ξk,t|t−1μP (bt ; ek)

subject to V0 [ log VT ] =
T∑

t=1

K∑
k=1

ξk,t|t−1σ
2
P (bt ; ek) ,

b ∈ D .

(4.28)

結局, 問題 P を解くことは, 各期各期において, 以下の 2 次計画問題
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Pt (t = 1, . . . , T ) を解くことと等価である:

Pt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
bt

K∑
k=1

ξk,t|t−1μP (bt ; ek)

subject to
K∑

k=1

ξk,t|t−1σ
2
P (bt ; ek) ,

bt ∈ D .

(4.29)

問題 Pt を様々なターゲット・ボラティリティに対して解くことにより, 横

軸にポートフォリオ・リスク, 縦軸にポートフォリオ・リターンをとった平

面上で有効フロンティアを描くことができる (詳細は, Ishijima and Uchida

(2002) を参考のこと). この有効フロンティアは, Markowitz の平均・分散

規準における有効フロンティアを, 多期間かつ, レジームの存在により投資

機会がスイッチングすることを考慮した場合への拡張, と捉えることができ

よう.

また, レジーム・スイッチング・対数平均・分散規準における有効フロン

ティアの 2つの端点は, 対数平均最大化ポートフォリオ (ポートフォリオ K)

と, 対数分散最小化ポートフォリオ (ポートフォリオ M) であり, それぞれ,

以下の問題 Kt (t = 1, . . . , T ) と問題 Mt (t = 1, . . . , T ) を解くことによっ

て得られる:

Kt

∣∣∣∣∣∣∣
maximize

bt

K∑
k=1

ξk,t|t−1μP (bt ; ek)

subject to bt ∈ D ,

(4.30)

Mt

∣∣∣∣∣∣∣
minimize

bt

K∑
k=1

ξk,t|t−1σ
2
P (bt ; ek)

subject to bt ∈ D .

(4.31)
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4.4 レジーム・ダイナミクスのモデリングとその推

定方法

4.4.1 モデリング

前節と同様, 1次のMarkov スイッチング・モデルにより, レジーム Y の

ダイナミクスを記述する. このとき, 時点 tにおけるレジーム ek から, 時点

t + 1でのレジーム el への時間斉時的な推移確率を,

pkl
�
= Pr (Yt+1 = el |Yt = ek ) , (4.32)

により表す. FY
t
�
= σ(Y1, . . . , Yt)と書くとき, レジームの条件付期待値は,

E
[

Yt+1|FY
t

]
= E

[
Yt+1|Yt,FY

t−1

]
= E [ Yt+1 |Yt ]

= PYt .

ここで, Mt+1
�
= Yt+1 − PYt と定義する. このとき,

E
[
Mt+1

∣∣FY
t

]
= E [Yt+1 − PYt |Yt ] = 0 ,

が成立する. 従って, Yt は, FY
t -マルチンゲールである. これより, レジーム

は, セミマルチンゲールとして表現することができる:

Yt+1 = PYt + Mt+1 . (4.33)

4.4.2 推定方法

まず, Markov スイッチング・モデルの準対数尤度関数を表す. Rt =

{R1, · · · , Rt}, Yt = {Y1, · · · , Yt}, Ft = {Rt, Yt}とする. また, “レジーム

条件付密度関数”を,

ηk,t
�
= f(Rt|Yt = ek, Ft−1;Θ) (k = 1, . . . , K) , (4.34)
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とおき, “レジーム滞留確率”を

ξk,t|t−1
�
= Pr (Yt = ek|Ft−1;Θ) (k = 1, . . . , K) , (4.35)

と表現する. 上記の表現を用いれば, 準尤度関数は,

f(RT |FT ;Θ) =
T∏

t=1

f(Rt|Ft−1;Θ) =
T∏

t=1

K∑
k=1

Pr (Yt = ek, Rt|Ft−1;Θ)

=
T∏

t=1

K∑
k=1

f (Rt|Yt = ek, Ft−1;Θ) · Pr (Yt = ek|Ft−1;Θ)

=
T∏

t=1

K∑
k=1

ηk,tξk,t|t−1 =
∏
t=1

η′
tξt|t−1

=
∏
t=1

1′(ηt

⊙
ξt|t−1) . (4.36)

次に, EMアルゴリズムによる, Markovスイッチング・モデルのパラメータ

推定について説明する.

Expectation-Step (レジーム更新式) :

ξk,t|t = Pr(Yt = ek|Ft;Θ) と ξk,t+1|t = Pr(Yt+1 = ek|Ft;Θ) (k =

1, . . . , K) の間に成立する更新式を考える. 12 より, レジーム更新式は以下

のようになる:

ξt|t =
ηt

⊙
ξt|t−1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

) , (4.37)

ξt+1|t = Pξt|t . (4.38)

ここで特に, ξt|t を “フィルター確率”と呼ぶ.

Maximization-Step :

このステップでは, 準尤度関数 f(RT ; Θ) ではなく, 通常の尤度関数

f(RT , YT ; Θ) に着目し, これを最大化することを考える. Hamilton

(1990)に示されているように, 通常の尤度関数を最大化することは, 準尤度

関数を最大化することと等価であり, また, 前者を最大化する方が扱いが楽
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だからである. 通常の尤度関数は, 以下のように与えられる:

f(RT , YT ;Θ) =
T∏

t=1

f(Rt, Yt |Ft−1;Θ ) = f(R1, Y1 |F0;Θ )
T∏

t=2

f(Rt, Yt |Ft−1;Θ )

= Pr(Y1 |F0;Θ )f(R1 |Y1;Θ )
T∏

t=2

Pr(Yt |Yt−1;Θ )f(Rt |Yt;Θ )

=
K∑

l=1

I1(l) Pr(Y1 = el |F0;Θ )f(R1 |Y1 = el;Θ )

×
T∏

t=2

K∑
l=1

K∑
k=1

It−1(k)It(l) Pr(Yt = el |Yt−1 = ek;Θ )f(Rt |Yt = el;Θ ) .

上式の両辺の対数をとれば,

log f(RT , YT ;Θ) =
T∑

t=1

K∑
l=1

It(l) log f(Rt |Yt = el;Θ ) +
K∑

l=1

I1(l) log Pr(Y1 = el |F0;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
l=1

K∑
k=1

It−1(k)It(l) log Pr(Yt = el |Yt−1 = ek;Θ ) .

ここで, 上記の対数尤度関数 log f(RT , YT ; Θ(j+1))を特定するパラメータ

Θ(j+1) ではなく, 別のパラメータΘ(j) で特定される測度下での期待値を以

下のように定義する:

Q(Θ(j+1);Θ(j), YT )
�
=EΘ(j)

[
log f(RT , YT ; Θ(j+1))

]
.

このとき,

Q(Θ(j+1);Θ(j), YT )

= −1
2

T∑
t=1

K∑
l=1

ξ
(j)
l,t|T

[
n log 2π + log |Σ(j+1)(l)| + (Rt − μ(j+1)(l))′Σ(j+1)(l)−1(Rt − μ(j+1)(l))

]

+
K∑

l=1

ξ
(j)
l,1|T log ρ

(j+1)
l +

T∑
t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

Pr(Yt−1 = ek, Yt = el|YT ;Θ(j)) log p
(j+1)
kl .

上記の期待対数尤度関数 Q(Θ(j+1);Θ(j), YT )を, 推移確率に関する制約下
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で最大化することを考えれば, 以下のように定式化される:∣∣∣∣∣∣∣∣
maximize

Θ(j+1)
Q(Θ(j+1);Θ(j), YT )

subject to
∑K

l=1 p
(j+1)
kl = 1 (k = 1, . . . , K) ,∑K

l=1 ρ
(j+1)
l = 1 .

(4.39)

KKT条件より, 確率推移行列 p
(j+1)
kl に関して,

p
(j+1)
kl =

1∑T
t=2 Pr(Yt−1 = ek|YT ;Θ(j))

T∑
t=2

Pr(Yt−1 = ek, Yt = el|YT ;Θ(j)) ,(4.40)

初期レジーム滞留確率 ρ
(j+1)
l に関して,

ρ
(j+1)
l =

1∑K
l=1 ξ

(j)
l,1|T

ξ
(j)
l,1|T , (4.41)

ドリフト・パラメータに関して,

μ(j+1)(l) =
1∑T

t=1 ξ
(j)
l,t|T

T∑
t=1

ξ
(j)
l,t|T Rt , (4.42)

ディフュージョン・パラメータに関して,

Σ(j+1)(l) =
1∑T

t=1 ξ
(j)
l,t|T

T∑
t=1

ξ
(j)
l,t|T (Rt − μ(j+1)(l))(Rt − μ(j+1)(l))′ ,(4.43)

が成立する.

最後に, 後の分析で必要な平滑化確率について簡単に述べておく. 式

(4.37)は t時点までの情報を用いて t時点のレジーム滞留確率を表すもので

あるが, 一方, 推定のために用いることができる T 時点までの全データを用

いてレジーム滞留確率を計算することも可能である. これは “平滑化確率”

と呼ばれ, 以下の Kim (1993) によって提案された計算方法により, 簡単に

求めることが可能である.

ξt|T = ξt|t 

{
P′ ·

[
ξt+1|T (÷)ξt+1|t

]}
(4.44)

ここで, (÷)はベクトルの要素毎の割り算を行うオペレータである.
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4.5 実証分析

本節では, Markov スイッチング・モデルを実際に推定し, レジーム・ス

イッチング・対数平均・分散規準を用いて, 運用シミュレーションを行なう.

推定に用いるデータは精密機械と電力・ガスの業種インデックスであり, 後

者の「ディフェンシブ銘柄」としての有効性を検証する. まずフルサンプル

で推定を行い, 推定されたパラメータを通じて各状態の解釈を行い, 次にパ

ラメータの安定性を確認する. 最後に推定されたパラメータを用いて運用シ

ミュレーションを行い, 実際の運用への応用可能性を考察する.

4.5.1 パラメータ推定: フルサンプル

前節までに, 投資機会のスイッチングを考慮した最適ポーフォリオ選択の

理論とMarkovスイッチングモデルの推定方法について述べてきたが, この

ようなスイッチングをポートフォリオ選択において考慮するのはどのような

ときに有効なのであろうか. ここでわれわれが考える投資機会のスイッチン

グとは, 対象資産全てに, かつ同時に生起するものである. つまりこの理論

は, ある時期は特定の資産のパフォーマンスがよく, 他の時期はまた別の資

産のパフォーマンスがよくなるような場合に応用できる. このように考える

と, 例えば株式と債券, 景気敏感銘柄とディフェンシブ銘柄 (前者は景気拡大

期に強く, 後者は景気後退期に強い), 成長株と割安株, 大型株と小型株など

という組み合わせが考えられよう. 株式と債券を考慮したアセットアロケー

ションは Ishijima and Uchida (2002) によって分析されているので, ここ

では景気敏感銘柄とディフェンシブ銘柄の組み合わせへ応用することにし

よう.

推定に用いたデータは, 日経 NEEDS から利用できる東証の業種別イン

デックスを用いた. サンプル期間は 1970 年 2 月から 2002 年 2 月までの
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385ヶ月間で, 業種は代表的なディフェンシブ銘柄である電力・ガスと, これ

と最も相関の低い精密機械を選択した．基本統計量は表 4.1に表されている

通りである. リターンはほぼ同一であるが, 分散は精密機械の方がやや高い.

表 4.2は, このデータを全て用いてMarkovスイッチング・モデルを推定

したものである. まず 2状態モデルの結果を考えると, 第 1状態では精密機

械がハイリスク・ハイリターン, 電力・ガスがローリスク・ローリターンと

なっていることがわかる. 一方, 第 2 状態では両者の分散は大差ないが, 前

者が大きくマイナスであるのに対して後者は好調である時期であると言え

よう.

このような時期がどのようなときに発生しているかを確認するために, リ

ターン, 景気状態, フィルター・平滑化確率を表したのが図 4.1である. この

図の上段は各インデックスのリターンをプロットしたもので, 網掛けされて

いる期間は景気後退期を示している*1. 下の二つのグラフは各々の状態にい

るフィルター・平滑化確率を示したもので, 平滑化確率が 50%以上の期間に

網掛けがされている. これを見ればわかるように, おおまかに言って, 景気拡

大期は精密機械が好調で, 景気後退期はディフェンシブ銘柄である電力・ガ

スが好調であることがわかる. ただし, 後者が好調である時期は主に景気後

退期であるとはいえ, 表 4.2の期待存続期間を見てもわかるようにあまり安

定的に推定されていない.

次に 3状態モデルの推定結果を考察する. 表 4.2を見ると, 第 1状態では

精密機械がローリスク・ローリターン, 電力・ガスがハイリスク・ハイリター

ンとなっており, 一方, 第 3 状態ではこれが逆になっている. 第 2 状態はや

や特殊な期間で, 前者がハイリスク・ローリターン, 後者がローリスク・ハイ

リターンとなっており, 後者がかなり有利な投資対象となっていることがわ

かる. また, 2状態モデルにおける第 1状態と 3状態モデルにおける第 3状

*1 内閣府経済社会総合研究所 (http://www.esri.cao.go.jp) が発表している景気基準日付

に従っている.
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態のパラメータがほぼ一致していることから, 2状態モデルにおける第 2状

態が, 3 状態モデルでは二つに分割され, 第 1 状態と第 2 状態になったと考

えることができよう.

期待存続期間の推定値を見てもわかるが, 3状態モデルでは各レジームが

比較的安定して推定されていることが図 4.2によって明らかである. 精密機

械が好調である時期 (第 3状態)が景気拡大期に対応していることがより鮮

明になっている. これは, 安定して持続するレジームを推定するためには, レ

ジーム数の設定が重要であることを示唆していよう. ディフェンシブ銘柄で

ある電力・ガスが好調な時期 (状態 1,2)は景気後退期であることが多いこと

もわかるが, 特に第 2状態は注目に値する. 第 2状態が生起することはまれ

であるが, 83 年はオイルショックによる不況, 97 年は金融不安, 2000 年か

ら 2001年にかけては ITバブルの崩壊という大きな経済的イベントに対応

している. このような時期にディフェンシブ銘柄がその本領を発揮し, 平均

10ヶ月間にわたって安定した収益をもたらしていることがわかる.

4.5.2 パラメータ推定: Expanding Window

前節の考察はデータを全て用いて行ったが, 次節で行う運用シミュレーシ

ョンでは, Expanding Window法によるパラメータ推定を行う. Expanding

Window 法による推定とは, データセットの一部分を用いて推定を開始し,

その後一つずつサンプルを増加させながらパラメータをくりかえし推定する

手法である. 非線形モデルであるMarkovスイッチング・モデルでは, 信頼

できるパラメータを推定するにはサンプル数をできるだけ多く確保したほう

が良いことが知られているため (Psaradakis and Sola (1998)), この推定方

法を採用した. 本論文では, 385個のデータのうち, 最後の 60ヶ月間に対し

て運用シミュレーションを行なうべく, まず 1月目から 325月目までのデー

タを用いてパラメータを推定する. 次は 1月目から 326月目までのデータを
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用いて, その後は一つずつデータを増加させていきながら 60 組のパラメー

タを推定する. 各時点で推定されるパラメータはその時点までの情報しか用

いていないため, 運用シミュレーションを行うにあたって有益である.

図 5.3は, この推定方法を用いて推定した 3状態モデルのパラメータを時

系列にグラフ化したものである. 結果は, ほぼ全てのパラメータが安定的に

推定されていることを示している. 特にリターンを安定的に推定することは

非常に困難であることが知られているが, 5年間という比較的長い期間にお

いてこれだけ安定的な推定値を得られることは稀であろう. また, 推移確率

が高い水準で安定してることが注目に値する. 推移確率のグラフは, 各状態

において他の状態に移らずその状態に留まる確率をしめしたものである. 後

に詳しく述べるが, これらの値が高いとレジームが安定して長期間持続する

こととなり, ポートフォリオの回転率を低く抑える秘訣となっている.

4.5.3 運用シミュレーション

ここでは, 運用シミュレーションを行う. シミュレーションを行うにあ

たって, 各時点で作成されるポートフォリオはその時点までの情報しか用い

ないように注意する. 方法は以下のとおりである.

1. t時点までの情報を用いてパラメータを推定する. レジームに関する

Markov スイッチング・モデルの有効性を比較検討するため, レジー

ムを考慮する場合と, しない場合のパラメータ推定をそれぞれ行なう.

2. 推定されたパラメータを用いてポートフォリオの最適化を行い, これ

により t + 1 時点まで運用する. 最適ポートフォリオの算出には, 対

数平均最大化と対数分散最小化ポートフォリオに加え, ターゲット・

ボラティリティを設定したレジーム・スイッチング・対数平均・分散

最適ポートフォリオの複数の基準を用意する.

3. これをシミュレーション期間を通して繰り返す.
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運用シミュレーションは 60 ヶ月間行うため, 全サンプルの後半 60 ヶ月に

相当する 1997年 3月から 2002年 2月までがシミュレーション期間となる.

この期間の各インデックスの平均と分散が表 4.5に示されているが, 両者と

もマイナスのリターンを記録している. これらをうまくスイッチングさせる

ことによって, 安定した正のリターンを目指すことが理想的である言えよう.

まず比較のために, 表 4.5のレジームを考慮しない場合のシミュレーショ

ン結果を見てみよう. レジームを考慮しない場合はパラメータの推定にいく

つのサンプルを利用するかで結果が大きく異なると考えられるため, ここで

はサンプル期間を 3ヶ月, 1年, 5年の 3種類用意した. このうち, サンプル

期間 3ヶ月の対数平均最大化ポートフォリオのパフォーマンスが著しく良い

ことがわかる. これはサンプル期間が極めて短いために, 結果としてモメン

タム戦略を採用していることになる. この運用パフォーマンスは良いが, 実

はリバランス頻度が非常に多い. リバランス頻度を表す簡便な指標として,

ポートフォリオ組み入れ比率の分散を測定すると, 対数平均最大化ポート

フォリオのサンプル期間 3ヶ月では 12.839, 1年では 5.361, 5年では 0.597

となっており, また, 対数分散最小化ポートフォリオにおいては順に, 0.088,

0.023, 0.006となっている. 他のものに比べてリバランス頻度が著しく高い

ことが読み取れよう. これは, 取引コストのかかる実際の運用では非現実的

であるため, これ以降は考察しないこととする.

次にパフォーマンスが良いのは対数分散最小化ポートフォリオで, やはり

サンプル期間の短い 3 ヶ月のものである. これはそれほどリバランス激し

くないため, 現実的な結果であるといえよう. 平均してマイナスの二つのイ

ンデックスを組み合わせることにより, わずかながらも正のリターンを達成

し, 分散も低く抑えることができていることは注目に値しよう. 他のサンプ

ル期間の長いポートフォリオはパフォーマンスが悪い. これは, 過去の情報

に引っ張られすぎて現在の市場動向について行くことができてないことが理

由であろう.
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表 4.6は, レジームを考慮した場合のシミュレーション結果である. 対数

平均最大化, 対数分散最小化ポートフォリオともほぼ同一の結果であるが,

後者のほうがやや良い結果を残している. これもわずかながら正のリター

ンを残しているが, レジームを考慮しない, サンプル期間 3ヶ月の最小分散

ポートフォリオよりもリターンが高く, 分散が低く抑えられている. ポート

フォリオ組み入れ比率の分散を測定すると, 0.021となっており, レジームを

考慮したものの方が約 1/4の値になっている. つまり, ほぼ同一のリターン

を, リバランスをあまりせずに達成しているこのポートフォリオが最も優れ

ていると言えよう.

表 4.6はターゲット・ボラティリティを考慮した場合の運用結果も示して

いるが, これらのパフォーマンスは低い. これは, 価格変動リスクを取りすぎ

た結果であろう. この期間はできるだけリスクを抑えた対数分散最小化ポー

トフォリオが最も賢明な選択であったことを示している.

以上の実証分析の結論としては, 従来のレジームを考慮しないポートフォ

リオよりも, 考慮したものの方がパフォーマンスがよく, しかもポートフォ

リオの回転率を低く抑えることができるため, ディフェンシブ銘柄の効果を

生かすには投資機会のスイッチングを考慮したポートフォリオの最適化を行

うことが重要であるといえよう.

4.6 結論

本論文では, レジームの存在により, 投資機会がスイッチングすることを

考慮した場合の最適なポートフォリオ選択理論を, 対数線形近似などを用い

て離散時間の枠組みで構築した. 資産価格過程を特徴付ける 2つのパラメー

タが, 1次のMarkovスイッチング・モデルとして記述されるレジームに応

じてスイッチすると考えた上で, 対数平均・分散の意味で最適なポートフォ

リオを動的に得るための定式化を行なった.
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理論上の主要な結果は, 最適なポートフォリオは各期各期において, レ

ジーム滞留確率で加重平均されたポートフォリオ・リスク一定の下, 同様に

加重されたポートフォリオ・リターンの最大化を行なう 2 次計画問題を解

くことにより得られる, ということである. また, ターゲットとするリスク

を様々に変化させることにより, 馴染み深い有効フロンティア上でのポート

フォリオ制御も可能となる上, これを将来のレジーム・シナリオに基づいて

行なえることは, 大きな利点であろう.

上記理論を, 運用シミュレーションへ応用する際には, レジームの数を適

切に設定することによって, 安定して持続するレジームを得ることが重要で

ある. 本稿の運用シミュレーションでは, 安定したレジームを推定し, 各レ

ジームの特性を生かすことによって従来の手法では得られない投資機会を見

出し, かつリバランス量も低く抑えられたポートフォリオを構築することが

可能であることを示すことができた.
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平均 (%) 分散 歪度 尖度

精密機械 0.435 32.876 -0.654 1.508

電力・ガス 0.463 26.773 0.653 3.534

表 4.1 精密機械, 電力・ガス業種別インデックスの基本統計量.
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2状態モデル 3状態モデル

精密機械 リターン (%) 1.994 (0.354) 0.027 (0.739)

電力・ガス リターン (%) -0.084 (0.256) 1.832 (0.720)

状態 1 精密機械 分散 18.559 (2.210) 30.594 (5.063)

電力・ガス 分散 7.868 (0.917) 63.073 (8.301)

共分散 2.823 (1.125) 1.899 (4.612)

期待持続期間 (月) 5.718 6.975

精密機械 リターン (%) -1.932 (0.635) -3.663 (1.079)

電力・ガス リターン (%) 1.293 (0.647) 1.102 (0.389)

状態 2 精密機械 分散 45.096 (5.610) 54.640 (11.753)

電力・ガス 分散 54.141 (5.814) 5.694 (1.384)

共分散 4.087 (4.139) 1.684 (2.592)

期待持続期間 (月) 3.790 9.941

精密機械 リターン (%) 1.907 (0.475)

電力・ガス リターン (%) -0.548 (0.239)

状態 3 精密機械 分散 20.249 (3.715)

電力・ガス 分散 8.969 (0.631)

共分散 4.820 (1.319)

期待持続期間 (月) 8.939

対数尤度 -2333.59 -2308.60

表 4.2 2状態・3状態モデルの推定結果. 括弧内の値は標準誤差. 状

態 i の期待持続期間は, pii を状態 i にとどまる確率としたときに,

1/(1 − pii)として計算される.
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状態 1 状態 2

状態 1 0.825 (0.053) 0.175 (0.043)

状態 2 0.264 (0.065) 0.736 (0.043)

表 4.3 2状態モデルの推移確率行列. 括弧内の値は標準誤差.

状態 1 状態 2 状態 3

状態 1 0.857 (0.064) 0.000 (——) 0.143 (0.066)

状態 2 0.000 (——) 0.899 (0.127) 0.101 (0.142)

状態 3 0.086 (0.066) 0.025 (0.064) 0.888 (0.083)

表 4.4 3状態モデルの推移確率行列. 括弧内の値は標準誤差.

最大対数平均 最小対数分散

精密機械 電気・ガス 3ヶ月 1年 5年 3ヶ月 1年 5年

平均 (%) -0.272 -0.057 0.509 -0.61 -0.315 0.040 -0.270 -0.308

分散 36.786 12.738 12.544 10.304 8.423 11.349 8.914 8.539

表 4.5 レジームを考慮しない場合の運用シミュレーション結果. 最

大対数平均, 及び最小対数分散ポートフォリオの項はサンプル期間別

に表示.

ターゲット・ボラティリティ

最大対数平均 最小対数分散 20% 30% 40%

平均 (%) 0.024 0.068 -0.254 -0.608 -0.712

分散 10.099 10.044 18.745 22.496 24.980

表 4.6 レジームを考慮した場合の運用シミュレーション結果.
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図 4.1 2 状態モデルにおける精密機械, 電気・ガス業種別インデッ

クスのリターン, フィルター・平滑化確率. 上段の網掛け部分は景気

後退期, それ以下の段の網掛け部分は各状態で平滑化確率が 0.5を上

回っている時期を表す.
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図 4.2 3 状態モデルにおける精密機械, 電気・ガス業種別インデッ

クスのリターン, フィルター・平滑化確率. 上段の網掛け部分は景気

後退期, それ以下の段の網掛け部分は各状態で平滑化確率が 0.5を上

回っている時期を表す.



4.6 結論 59

98 99 00 01 02
-6

-4

-2

0

2

4

6

R
et
ur
n

Prec. Machine Returns

State 1
State 2
State 3

98 99 00 01 02
-6

-4

-2

0

2

4

6

R
et
ur
n

Power/Gas Returns

State 1
State 2
State 3

98 99 00 01 02
0

20

40

60

80

V
ol
at
ili
ty

Prec. Machine Volatilities

State 1
State 2
State 3

98 99 00 01 02
0

20

40

60

80

V
ol
at
ili
ty

Power/Gas Volatilities

State 1
State 2
State 3

98 99 00 01 02
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

C
or
re
la
tio
n

Prec. Machine-Power/Gas Correlation Coefficients

State 1
State 2
State 3

98 99 00 01 02
0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

P
ro
ba
bi
lit
y

State Transition Probabilities

From 1 To 1
From 2 To 2
From 3 To 3

図 4.3 Expanding Windowによるパラメータ推定の結果.





61

第 5章

連続時間におけるポートフォ

リオ選択

5.1 abstract

In this paper we develop a portfolio selection theory under regime

switching means and volatilities. We use log mean-variance as the port-

folio selection criteria and, as a result, the theory is made substantially

easier to implement than other existing theories. Moreover, the esti-

mated regimes are easy to interpret as one of the regimes corresponds to

the business cycle turning points. Finally, we conduct an asset alloca-

tion simulation and obtain reasonable results by introducing an idea of

switching volatility targets.

JEL Classification: C12, C32, G11

Key Words: Markov regime switching model, dynamic portfolio se-

lection, log mean-variance criteria, quadratic programming, (quasi) log-

likelihood estimation



62 第 5章 連続時間におけるポートフォリオ選択

5.2 Introduction

The theory and application of portfolio selection have been a cen-

tral topic of research in finance; especially recent developments in an

intertemporal setting, or ’strategic asset allocation’, are striking (e.g.,

Campbell and Viceira, 2002). However, one of the strict assumptions

made in most of the literature is that the security returns are inde-

pendently and identically distributed. The most common assumption

is that the security returns follow an identical normal distribution, al-

though many researchers have shown that this does not match the actual

data and numerous kinds of models have been proposed.

One way of departing from the simple normality assumption is to con-

sider a mixture of normal distributions. Hamilton (1989) proposed a

model called Markov switching model, where the mean and the variance

of a stochastic process depend on an unobservable, Markov state vari-

able. While Elliott and van der Hoek (1997) study a one-period portfolio

selection problem, we model the security returns using this model and

consider an intertemporal portfolio selection problem under the regime

switching returns and volatilities. With the same motivation, Ang and

Bekaert (2002) numerically treat the problem in a discrete-time setting.

In contrast to their approach, we first develop a general, continuous-time

portfolio selection model under continuous-time regime switching. We

employ the familiar method using the Hamilton-Jacobi-Bellman, (HJB),

equation to solve the continuous-time portfolio selection problem. This

can be considered a version of Merton’s problem (Merton 1969, 1971)

and enables us to show the optimal portfolio under regime switching.
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The development up to this point may be enough from a theoretical

aspect. We proceed further, however, and consider continuous-time log

mean-variance portfolio selection under discrete-time regime switching.

Our prime motivation in this paper is the practical modeling of portfolio

selection under regime switching; this scheme is one that matches our

purpose.

There is a reason for adopting the log mean-variance model as a

continuous-time portfolio selection scheme. The log mean-variance

model is equivalent to maximizing the mean growth-rate of the portfolio

value, or wealth, with its variance held low. Its fascinating properties

have been advocated since Kelly (1956), Breiman (1961), Thorp (1971),

and many others (e.g., Cover and Thomas, 1991). Of course, the log

mean maximization, or the expected log-utility maximization, will

not maximize the other types of utility functions. However recently,

Luenberger (1993) has shown that the log mean-variance model has

a valid long-run motivation, in the sense of tail preference. Moreover,

Konno, Pliska and Suzuki (1993) have developed a fast algorithm for

calculating the efficient frontier with respect to the log mean-variance

tradeoff. This algorithm can be easily implemented, even when we

incorporate constraints which would be incurred in practice.

The reason for assuming the regime switching to occur at deterministic

and discrete-time intervals is that there are established theoretical and

empirical results on regime switching models in the time series literature.

For example, Krolzig (1997) has successfully implemented this model to

detect the switches between recessions and booms in the business cycle

of several countries. Schaller and van Norden (1997), and Maheu and

McCurdy (2000), also used this model to identify bull and bear markets.
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An empirical analysis is conducted using the theory described above.

First we estimate the model parameters using the bond and stock re-

turn data. The estimation yields interesting information which is easy

to interpret and consistent with former findings. Next, an asset allo-

cation simulation is conducted. We consider an optimal mix of bonds

and stocks and, using an idea of ’switching volatility targets,’ we achieve

better performance than stocks alone. Although the performance of our

portfolio is not as high as we expected, it is good enough to outperform

the stock index.

To summarize, this paper’s contribution is both theoretical and em-

pirical: Firstly, we provide a practical theory of portfolio selection under

regime switching returns and volatilities. Secondly, the estimation result

of the Markov switching model gives new insights regarding the security

market. Thirdly, an introduction of switching volatility targets signifi-

cantly increased the performance of the portfolio.

This paper is organized as follows. Section two develops the theory

based on log-mean variance criteria, under the continuous- and discrete-

time regime switching means and volatility. Section three introduces the

Markov switching model and the estimation procedures are discussed in

detail. Section four gives the estimation result and the interpretation

of the estimated states. Several interesting interpretation of the results

are presented. Section five conducts an asset allocation simulation and,

finally, section six concludes the paper.
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5.3 Theory of Regime Switcing Portfolios

5.3.1 Portfolio selection under continuous-time regime switch-

ing

We consider a market in which n risky assets are traded. The in-

vestment horizon is [0, T ]. We assume that the price process of assets

follow the stochastic differential equation (s.d.e.):

(diagSt)
−1

dSt = μtdt + ΣtdW t , (5.1)

where diagSt is a diagonal matrix whose elements are St. Here W ={
W t = (W1t, . . . , Wnt)

′

; t ≥ 0} denotes an n-dimensional standard Brownian motion de-

fined on a probability space (Ω,F ,P), the superscript ′ denotes a

transpose, and FW
t
�
= σ(W u ; 0 ≤ u ≤ t) .

It is assumed that there exists K economic regimes which continuously

switch the drift parameter μt and the diffusion parameter Σt. The eco-

nomic regime at time t is denoted by a K-dimensional column vector Yt,

which has a realization in {e1, . . . , ek, . . . , eK}, where ek is a vector whose

k-th element is 1 and otherwise 0. Here we suppose that the drift pa-

rameter μ = {μt ; t ≥ 0} and the diffusion parameter Σ = {Σt ; t ≥ 0}
take K realizations depending on the economic regime Y . To be more

precise, first define an indicator function

It(k)
�
= 〈Yt , ek〉 =

{
1 (if Yt = ek)
0 (otherwise) ,

(5.2)

where the operator 〈 , 〉 denotes an inner product. We assume there are

K different vectors {μ(1), . . . ,μ(K)} and matrices {Σ(1), . . . ,Σ(K)},
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such that

μt =
K∑

k=1

It(k)μ(k)
�
= μ(Yt) , (5.3)

Σt =
K∑

k=1

It(k)Σ(k)
�
=Σ(Yt) . (5.4)

Writing Λ(k)
�
=Σ(k)Σ(k)′, we abbreviate ΣtΣ′t to be

Λt = ΣtΣ′t =
K∑

k=1

It(k)Σ(k)Σ(k)′
�
=Λ(Yt) . (5.5)

We describe the economic regime Yt as a continuous-time Markov

switching process, whose characteristics are the following. Y =

{Yt ; t ≥ 0} is also defined on the probability space (Ω,F ,P), pre-

sumed to be independent of the Brownian motion W , and we write

FY
t
�
=σ(Yu ; 0 ≤ u ≤ t). Define ξt

�
= E [Yt]. Then we have the forward

Kolmogorov equation for ξt :

dξt

dt
= Qξt , (5.6)

where Q = (qkl)1≤k,l≤K is defined as a Q-matrix :

qkl =

{
limh→0

P (Yt+h=el|Yt=ek )
h (if k �= l)

limh→0
1−P (Yt+h=el|Yt=el )

h (if k = l)
. (5.7)

Hence qll = −∑K
k=1,k �=l qkl. By the result shown by the appendix B of

Elliott et al. (1995), the regime Yt has the dynamics

dYt = QYtdt + dMt , (5.8)

where M = {Mt ; t ≥ 0} is a martingale with respect to FY .

We suppose the investor’s utility is given by a twice differentiable,

strictly concave function u(x), (x > 0). The investor continuously se-

lects portfolios so as to maximize the expected utility from the terminal
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wealth. The portfolio is characterized by a weight bt ∈ R
n whose i-th

element bi,t (i = 1, . . . , n) is the ratio of wealth invested in the i-th asset

to the entire wealth. In this subsection, it is assumed that a risk-free

asset is also traded in the market with a price process given by

drt = μ0rtdt . (5.9)

Here μ0 is constant. By the budget constraint, the ratio invested in

the risk-free asset is 1 − b′t1, where 1 is a vector of ones. Then the

instantaneous return of the portfolio value (wealth) process is given by

dVt

Vt
= b′t (diagSt)

−1
dSt +

(
1 − b′t1

) drt

rt

=
{
b′t (μt − μ01) + μ0

}
dt + b′tΣtdW t . (5.10)

In the above expression, the portfolio selection is made without con-

straints. Then, with FW,Y
t

�
= σ(W u, Yu ; 0 ≤ u ≤ t), we state the

investor’s objective as the following problem:

P1

∣∣∣∣∣∣
max
b•

E [u (VT (b•))]

subject to bt is FW,Y
t − predictable .

(5.11)

To solve Problem P1, define the value function at t as:

J (Vt, Yt, t)
�
= max
{bu ; t≤u≤T}

E
[
u (VT (b•))

∣∣∣FW,Y
t

]
. (5.12)

Recall the economic regime Yt ∈ FW,Y
t has a realization in {e1, . . . , eK}.

Then with the expression

J (Vt, t) = (J (Vt, e1, t) , . . . , J (Vt, eK , t)) , (5.13)

the value function can be written as

J (Vt, Yt, t) = 〈J (Vt, t) , Yt〉 . (5.14)
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The HJB equation is:

0 = max
bt

φt (bt, Yt) (5.15)

= JV Vt

{
b′t (μt − μ01) + μ0

}
+ Jt +

1
2
JV V V 2

t b′tΛtbt + J (Vt, t)QYt .(5.16)

When Yt = ek , (k = 1, . . . , K), and the expression (5.3) and (5.5), we

write

μt = μ(k) ,

Λt = Λ(k) ,

φt(bt) = (φt(bt, e1), . . . , φt(bt, eK)) .

Then the HJB of (5.16) reduces to K partial differential equations:

0 = max
bt

φt(bt, ek)

= JV Vt

{
b′t (μ(k) − μ01) + μ0

}
+ Jt +

1
2
JV V V 2

t b′tΛ(k)bt + J (Vt, t)Qek , (5.17)

(k = 1, . . . , K) .

Using first order conditions, we obtain the optimal portfolios according

to the realization of the economic regime Yt at time t:

b∗t = b∗t (Yt) = − JV

JV V Vt

K∑
k=1

It(k)Λ−1(k) (μ(k) − μ01) , (Yt = e1, . . . , eK)(5.18)

We call b∗t (Yt) the regime switching portfolio. There is no hedging port-

folio since the opportunity set is constant as long as the regime does

not change. Hence the optimal decision of an investor under our regime

switching setting is to prepare K distinct portfolios that are optimal in

each regime and switch among them according to the economic state at

each point of time.

For general utility functions, it is difficult to solve the p.d.e. (5.16)

when b∗t (Yt) is substituted for bt. If, however, we specify the utility to
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be the log-type, on which we will construct a portfolio selection model

in the next subsection, we are able to derive the optimal portfolio in

closed-form.

Theorem 5.3.1 (The regime switching log portfolio) Under the

model specified in this subsection which admits the asset price process

to switch its parameters according to the economic regimes, the optimal

portfolio for the log investor is given by

blog ∗
t (Yt) =

K∑
k=1

It(k)Λ−1(k) (μ(k) − μ01) . (5.19)

Proof. As in Merton (1971) and Cox et al. (1985), the value function

of (5.12) has the form of

J(Vt, Yt, t) = f(t) log Vt + g(Yt, t) . (5.20)

f(t) and g(Yt, t) are given as solutions to the p.d.e. of (5.16) in which

b∗t (Yt) of (5.18) is substituted for bt and (5.20) for the value function.

The boundary condition is f(T ) = 1 and g(YT , T ) = 0. Then we have
JV

JV V Vt
= −1 in (5.18) to complete the proof. �

5.3.2 Log mean-variance portfolio selection under discrete-time

regime switching

Again, we consider a market in which n assets are traded and their

price processes follow the s.d.e. (5.1) as before. The investment hori-

zon is again [0, T ]. It is assumed that, however, the economic regime

switches occur discretely, namely, at deterministic discrete times: 0 =

t0 < t1 < . . . < ti < . . . < tN = T . We call the time interval (ti−1, ti]

the period ti (i = 1, . . . , N). Then we describe the economic regime as
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a discrete-time Markov switching model. Again the process of the eco-

nomic regimes is denoted by Y
�
= {Yti ; i = 1, 2, . . .}, and Yti has state

space {e1, . . . , ek, . . . , eK}. As in the foregoing continuous-time analysis,

we assume that its transition probability matrix is time-homogeneous

and denoted by

P = (pkl)1≤k,l≤K

= P
(
Yti+1 = el

∣∣ Yti = ek

)
. (5.21)

That is, the (row l, column k)-element of P, pkl, represents the proba-

bility of switching from state k to l. Writing FY
ti

�
= σ

(
Ytj ; j = 1, . . . , i

)
,

our Markov model is describe as :

E
[
Yti+1

∣∣ Yti = ek

]
= E

[
Yti+1

∣∣ Yti = ek,FY
ti−1

]
= Pek ,

or E
[
Yti+1

∣∣ Yti

]
= PYti . (5.22)

Then the economic regime has the dynamics

Yti+1 = PYti + Mti+1 , (5.23)

where M = {Mti ; i = 1, 2, . . .} is an FY -martingale increment.

Write FW,Y
t = σ (W u, Ys ; 0 ≤ u ≤ t, s = t0, . . . , ti ≤ t). Note that

the economic regime Yti is assumed to be an FY
ti

-measurable random

vector. Again we define the FY
ti

-measurable indicator function as follows:

Iti(k)
�
= < Yti , ek >=

{
1 (if Yti = ek) ,

0 (otherwise) .
(5.24)

For any time t ∈ (ti−1, ti] in the period ti (i = 1, . . . , N), it is as-

sumed that there are K different vectors {μ(1), . . . ,μ(K)} and matrices
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{Σ(1), . . . ,Σ(K)}, such that

μt =
K∑

k=1

Iti(k)μ(k)
�
=μ(Yti) , (5.25)

Σt =
K∑

k=1

Iti(k)Σ(k)
�
=Σ(Yti) . (5.26)

Writing Λ(k)
�
=Σ(k)Σ(k)′ (k = 1, . . . , K), we abbreviate ΣtΣ′t as

Λt = ΣtΣ′t =
K∑

k=1

Iti(k)Σ(k)Σ(k)′
�
=Λ(Yti) . (5.27)

Then we rewrite the asset price processes (5.1) for the time t ∈ (ti−1, ti] in

the period ti (i = 1, . . . , N), conditioned on the FY
ti

-measurable economic

regime Yti , as:

(diagSt)
−1

St

∣∣∣ Yti = μ(Yti)dt + Σ(Yti)dW t . (5.28)

The investor constructs his portfolio for the period ti according to

the regime Yti . We denote by bt the portfolio weights, the ratio of the

amount invested in the i-th asset to the entire portfolio value at time t.

It is supposed that the portfolio selection is made within the following

feasible region*1:

D
�
=

{
b ∈ R

n| b′1 = 1, b ≥ 0
}

. (5.29)

In the foregoing section, we discussed the portfolio selection based on

the expected utility. For reasons given at the head of the section, we

adopt the log mean-variance model for the portfolio selection:

Regime Switching Log Mean-Variance Model

*1 In addition to (5.29), one can impose the inequality Ab ≤ c, for the practical

purpose. Here A ∈ R
m×n, c ∈ R

m. For example, the sponsor may claim that

the total weight of specified assets should be less than c. Even if we address this

constraint, the discussion in the rest of this subsection is essentially the same.
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In the regime switching log mean-variance model, the investor’s

objective is to maximize the expected logarithm of the terminal portfolio

value, or the expected growth rate of the portfolio value, subject to

the regime switching, (or state-dependent) log-variance over the entire

investment horizon.

We remark that although our model flexibly varies the target log-

variance level conditioned on the economic regime, it does NOT change

the objective of the expected logarithm from the terminal portfolio value.

To state the portfolio choice problem for the log mean-variance model,

we shall derive the expectation and variance of the terminal log portfolio

value in our setting. For the period ti, the instantaneous return of the

portfolio value, conditioned on the economic regime Yti , is given by:

dVt

Vt

∣∣∣∣ Yti = b′tμ(Yti)dt + b′tΣ(Yti)dW t . (5.30)

Applying the Ito’s rule, we obtain:

d log Vt | Yti = μP (bt ; Yti) dt + b′tΣ(Yti)dW t , (5.31)

where

μP (bt ; Yti)
�
= b′tμ(Yti) −

1
2
b′tΛ(Yti)bt . (5.32)

Assuming V0 = 1, the conditional expectation from the terminal log

portfolio value is:

E
[
log VT

∣∣FW
0 ,FY

T

]
= E

[
N∑

i=1

{∫ ti

ti−1

d log Vt |Yti

}∣∣∣∣∣FW
0 ,FY

T

]

=
N∑

i=1

E

[
E

[∫ ti

ti−1

μP (bt ; Yti) dt +
∫ ti

ti−1

b′tΣ(Yti)dW t

∣∣∣∣∣FW
ti−1

,FY
T

]∣∣∣∣∣FW
0 ,FY

T

]

=
N∑

i=1

∫ ti

ti−1

μP (bt ; Yti) dt . (5.33)
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The last equation is obtained since
∫ ti

ti−1
b′tΣ(Yti)dW t is an FW

ti−1
-

martingale. From above, to maximize the conditional expectation from

the terminal log portfolio value under the constraint D of (5.29), it

is enough to maximize μP (bt ; Yti) for each period ti (i = 1, . . . , N).

Then the optimal portfolio at any time in period ti is constant, condi-

tioned on the economic regime Yti . Specifically, if the maximization is

implemented without the constraint D as in the previous subsection,

the optimal portfolio bt at any time t in the period ti is obtained as

max
bt∈R

n
μP (bt ; Yti) .

By the first order condition, the optimal portfolio is given as

blog ∗
t (Yti) = blog ∗

ti
(Yti) = Λ(Yti)

−1μ(Yti)

=
K∑

k=1

Iti(k)Λ(k)−1μ(k) (∀t ∈ (ti−1, ti]) . (5.34)

Again, the optimal log portfolio is the regime switching portfolio of (5.19)

in which the expected return μ(k) is substituted for the expected excess

return μ(k) − μ01. We then obtain the unconditional expectation from

the terminal log portfolio value:

E[log VT |FW,Y
0 ] = E

[
E

[
log VT

∣∣FW
0 ,FY

T

]∣∣FW,Y
0

]
=

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

μP (bt)dt ,(5.35)

where

μP (bt)
�
=

K∑
k=1

E[Iti(k)|Yti−1 ]μP (bt ; ek) . (5.36)

Evaluating the conditional log variance of the portfolio value over the

whole investment horizon, we have from (5.33) and the Ito isometry,

V
[
log VT | FW

0 ,FY
T

]
= E

⎡
⎣(

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

b′tΣ(Yti)dW t

)2
∣∣∣∣∣∣FW

0 ,FY
T

⎤
⎦
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=
N∑

i=1

∫ ti

ti−1

σ2
P (bt ; Yti) dt . (5.37)

Here

σ2
P (bt ; Yti)

�
= b′tΛ(Yti)bt . (5.38)

To state the problem for the regime switching log mean-variance

model, we constrain the above log variance of the portfolio value

over the entire investment horizon, in addition to the constraint D of

(5.29). Since the log variance of each period may vary according to

the FY
ti

-measurable economic regime Yti , we constrain σ2
P (bt ; Yti) in

(5.37) to be
∑K

k=1 Iti(k)σ̄2(k) in each period ti (i = 1, . . . , N), where

σ̄2(k), (k = 1, . . . , K) are the K target log variances set by the investor

a priori. Hence,

V
[
log VT | FW

0 ,FY
T

]
=

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

σ2
P (bt ; Yti) dt =

N∑
i=1

{
(ti − ti−1)

K∑
k=1

Iti(k)σ̄2(k)

}
.

Taking a second expectation with respect to Y for both sides to obtain

the unconditional log variance of the portfolio value:

V [ log VT | FW,Y
0 ] = E

[
V

[
log VT | FW

0 ,FY
T

]∣∣FW,Y
0

]
=

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

σ2
P (bt)dt =

N∑
i=1

K∑
k=1

{
E

[
Iti(k)

∣∣Yti−1

]
σ̄2(k)(ti − ti−1)

}
,

where

σ2
P (bt)

�
=

K∑
k=1

E
[
Iti(k)

∣∣Yti−1

]
σ2

P (bt ; ek) . (5.39)

Finally we are able to state the portfolio selection problem for the log

mean-variance model for each period ti:

Pti

∣∣∣∣∣∣∣∣
max
bti

μP (bti)

subject to σ2
P (bti) =

∑K
k=1 E[Iti(k)|Yti−1 ]σ̄

2(k) ,

bti ∈ D .

(5.40)
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5.3.3 Regime switching log mean-variance efficient frontier

The regime switching log mean-variance model developed can be seen

from the aspect of risk-return tradeoff as the standard one-period mean-

variance model. Since our original multiperiod model can be reduced to

the single period one by the virtue of log function. Then for each period,

the return is the regime switching log-mean, μP (bt ; Yti) of (5.32), and

the risk is the regime switching log-variance, σ2
P (bt ; Yti) of (5.38). The

regime switching log mean-variance model has the preference of higher

log-means and smaller log-variances. Hence its optimal portfolios are

determined according to the following criterion:

Regime Switching Log Mean-Variance Criterion

At each period,

1. Maximizing the log-mean for a given level of log-variance condi-

tioned on the regime.

2. Simultaneously, minimizing the log-variance for a given level of

log-mean conditioned on the regime.

We call such portfolios the regime switching log mean-variance efficient.

Also on the log mean-variance plane, the trajectory of the regime switch-

ing log mean-variance efficient portfolios is termed as the regime switch-

ing log mean-variance efficient frontier.

For the rest of this subsection, we describe a numerical procedure for

finding the regime switching log mean-variance efficient frontier and its

advantages in implementing the practical portfolio management.
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On the log mean-variance plane, the feasible portfolios which satisfy

the regime switching log mean-variance criterion lie in the domain:

E �={(
σ2

P (bti ; Yti), μP (bti ; Yti)
) ∣∣σ2

P (bti ; Yti) = b′ti
Λ(Yti)bti ,

μP (bti ; Yti) = b′ti
μ(Yti) −

1
2
σ2

P (bti ; Yti), bti ∈ D} .

Then the log mean-variance efficient portfolios are the subset of E such

that its element
(
σ2

P (b∗ti
; Yti), μP (b∗ti

; Yti)
)

satisfies the regime switching

log mean-variance criterion and is denoted by E∗. We also define:

Ẽ �= {(
σ2

P (bti ; Yti), μ̃P (bti ; Yti)
) ∣∣σ2

P (bti ; Yti) = b′ti
Λ(Yti)bti ,

μ̃P (bti ; Yti)
�
= b′ti

μ(Yti) = μP (bti ; Yti) +
1
2
σ2

P (bti ; Yti), bti ∈ D} .

Employing the method of Konno, Pliska and Suzuki (1993), we first

find the set of standard single-period mean-variance efficient portfolios

Ẽ∗ =
{(

σ2
P (b∗ti

; Yti), μ̃P (b∗ti
; Yti)

)}
and transform Ẽ∗ into E∗ to obtain

the set of log mean-variance efficient portfolios.

The first step is to find two extreme points on the log mean-variance

efficient frontier; namely the one is the global maximum log-mean portfo-

lio (or Kelly portfolio) and the other is the global minimum log-variance

portfolio. These two portfolios can be found by solving:

K

∣∣∣∣∣∣
max
bti

μP (bti ; Yti) = b′ti
μ(Yti) − 1

2b′ti
Λ(Yti)bti

subject to bti ∈ D ,

and

M

∣∣∣∣∣∣
minimize

bti

σ2
P (bti ; Yti) = b′ti

Λ(Yti)bti

subject to bti ∈ D .

Let the optimal solutions to Problem K and Problem M be bK∗
ti

and bM∗
ti

and write K
(
σ2

P (bK∗
ti

; Yti), μP (bK∗
ti

; Yti)
)

and M
(
σ2

P (bM∗
ti

; Yti), μP (bM∗
ti

; Yti)
)
,

respectively. Also calculate μ̃P (bK∗
ti

; Yti) and μ̃P (bM∗
ti

; Yti).



5.3 Theory of Regime Switcing Portfolios 77

The second step is to find the standard single-period mean-variance

efficient portfolios by solving the following problem:

MV

∣∣∣∣∣∣∣∣
minimize

bti

σ2
P (bti ; Yti) = b′ti

Λ(Yti)bti

subject to μ̃P (bti ; Yti) = b′ti
μ(Yti) = ρ ,

bti ∈ D .

where ρ is the target expected return. Here we note that it is enough

to search the interval μ̃P (bM∗
ti

; Yti) ≤ ρ ≤ μ̃P (bK∗
ti

; Yti) to obtain the

standard mean-variance efficient portfolios Ẽ∗. Let the optimal solutions

to Problem MV be b∗ti
and write

MV
(
σ2

P (b∗ti
; Yti), μ̃P (b∗ti

; Yti)
) ∈ Ẽ∗ .

The third step is to transform MV into

LMV

(
σ2

P (b∗ti
; Yti), μP (b∗ti

; Yti) = μ̃P (b∗ti
; Yti) −

1
2
σ2

P (b∗ti
; Yti)

)
∈ E∗ .

The trajectory of LMV is actually the regime switching log mean-

variance efficient frontier. �

As the concluding remarks for this subsection, the regime switching

log mean-variance efficient portfolios have two advantages for managing

portfolios in practical implementation.

First, once the required input for the model such as {μ(Yti),Λ(Yti); Yti}
is identified, the log mean variance-efficient portfolios can be found

easily. Since the numerical procedure composed from three steps uses

the familiar quadratic programming alone and there are well-developed

methods and application packages which can treat large-sized problem

quite efficiently. Moreover, we have included general (linear) constraints

in D which are frequently incurred in the practical use.

Second, one can grasp graphically the risk-return tradeoff in our

model which is quite familiar in standard single-period mean-variance
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one. Moreover, one can track the tradeoff sequentially for the entire

investment horizon, conditioned on economic regimes or scenarios.

5.4 Markov Switching Model

In the following sections we implement the theory developed above.

This section briefly discusses the basic setup of the empirical model and

its estimation procedure for Markov switching models. Markov switching

models are advantageous since they are flexible enough to describe the

characteristics of actual security returns. Basically, parameter estima-

tion is conducted using the maximum-likelihood method, but due to the

hidden state variables, a special recursive filter proposed by Hamilton

(1989, 1994) is required*2. Also, there are two methods for maximizing

the likelihood function, a numerical procedure and an EM algorithm,

which we actually adopt in the parameter estimation. Both procedures

will be explained.

5.4.1 Basic setup

Assuming ti − ti−1 = h, where h
�
=

T

N
, we discretize the s.d.e. (5.28)

as follows:

Rti |Yti

�
= (diag(Sti−1))

−1(Sti − Sti−1)
∣∣ Yti = μ(Yti)h + Σ(Yti)

√
hεti ,(5.41)

or Rti |Yti ∼ N (μ(Yti)h, Λ(Yti)h) , (5.42)

where εti ∼ N(0, I) and we write Rti

�
= (Rt1 , . . . ,Rti). In other words,

we assume that the returns follow a multivariate normal distribution

*2 Elliott (1994) also studies the adaptive filters for hidden Markov chains and

related processes in detail.
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with its means and the variances switching depending on a countable

number of states. The state is assumed to switch according to an unob-

servable Markov process with a transition probability matrix P , whose

ij-th element is the probablity of switching from the state i to j, i.e.

P ij = P (Ytk
= j|Ytk−1 = i). Hamilton (1989, 1994) has proposed a

recursive filter, by which the probability of being at each state can be

obtained. This filter allows us to distinguish among different states and

utilized in our portfolio selection model*3.

The advantage for using this kind of model is its flexibility in realizing

various distributions. Timmermann (2000) has shown that the model is

able to generate distributions with excess kurtosis and negative skewness

that are evident in many security return data. Although a mixture of

independent normal distributions is also able to achieve this, the inde-

pendence assumption is somewhat contrary to intuition. For example,

considering two states representing good and bad states of an economy, it

is not natural to assume the state changes independently. Some kind of

dependence assumption is more realistic, and in fact, Markov switching

model is successfully implemented to determine switches between reces-

sions and booms in the real sector of the economy (Krolzig, 1997), and

bull and bear markets in financial markets, (Schaller and van Norden,

1997 and Maheu and McCurdy, 2000).

Although there are other methods for estimating the state probability,

Markov switching models are advantageous by the following two reasons.

First, Layton and Katsuura (2001) compare MS, probit and logit models,

*3 The model can be extended so that the transition probabilities themselves de-

pend on some exogenous variables. See Diebold et al (1994) and Filardo (1993)

for such extensions.
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which are popular methods for estimating the state probability, and con-

clude that Markov switching model performs the best for diagnosing the

business cycle transitions. Although there is no such study conducted in

financial markets, this result should be highly relevant as the real and the

financial sectors are closely related. Second, while the Markov switching

model can be estimated without arbitrariness, logit and probit models

require a ’true’ state as a dependent variable to estimate the coefficients.

This kind of arbitrariness is precluded in Markov switching models.

5.4.2 Estimation procedures

The estimation of Markov switching model is conducted using

maximum-likelihood, but due to the hidden state variables, it is

more complicated to provide a recursive filter. Before discussing the

estimation procedures we define a few variables.

First, we define a vector of conditional density η:

ηti

�
= (f(Rti |Yti = e1; θ) . . . f(Rti |Yti = ek; θ) . . . f(Rti |Yti = eK ; θ))′ .

(5.43)

We assume that the returns are conditionally normally distributed. That

is, for Rti ∈ R
n, each conditional density function can be written as:

f(Rti |Yti = ej ; θ) = (2π)−
n
2 |Λ(j)|− 1

2 exp
{
−1

2
(Rti − μ(j))′Λ(j)−1(Rti − μ(j))

}
,

(5.44)

for j = 1, 2, . . . , K. The parameter vector θ contains the conditional

means, variances, covariances and transition probability parameters at

each state.
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Next, we define the vector of estimation for the state ξti|tj
:

ξti|tj

�
=

(
P (Yti = e1|Rtj ) . . . P (Yti = ek|Rtj ) . . . P (Yti = eK |Rtj )

)′
.

(5.45)

Since Rtj represents the history of the return R upto the time tj , ξti|tj

contains the state probabilities at time ti based on the information up to

time tj . This is called a filter if ti = tj , a forecast if ti > tj and a smoother

if ti < tj . With an initial value ξ0|0, the filter and the one-step-ahead

forecast can be calculated by the following iteration scheme:

ξti|ti
=

ξti|ti−1

 ηti

1′(ξti|ti−1

 ηti

)
, (5.46)

ξti+1|ti
= P · ξti|ti

, (5.47)

where 
 denotes the element-by-element multiplication of vectors. The

initial value ξ0|0 can be another vector of unknown variables to be esti-

mated by maximum-likelihood. The denominator of (3.5) actually cal-

culates the likelihood*4. Therefore, with T numbers of data observation,

the log-likelihood function to maximize can be written as:

L(θ) =
N∑

i=1

log 1′(ξti|ti−1

 ηti

). (5.48)

There are mainly two methods for maximizing this function: a numer-

ical optimization and an EM algorithm. Both procedures have pros and

cons as shown by Mizrach and Watkins (1999). They compare the two

methods and find that while the calculation speed of the former is faster,

the latter is more robust with more ill shaped likelihood functions. Since

we treat a fairly complicated model with two variables and two to four

states, we adopt the EM algorithm.

*4 See Hamilton (1994) for details.
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The general EM algorithm was proposed by Dempster et al. (1977) and

the application to the Markov switching model was studied by Hamilton

(1990). This is fairly easily implemented using the filter and the smoother

described above. According to Kim (1993), the smoother is defined as:

ξti|T = ξti|ti



{
P ′

[
ξti+1|T (÷)ξti+1|ti

]}
, (5.49)

where (÷) denotes the element-by-element division of vectors. The

initial value ξT |T is given by the last step of the recursive cal-

culation (5.46)(5.47) and then this is solved backward to obtain

ξti|T , i = 1, . . . , N .

This algorithm consists of the following two steps:

1. (Expectation Step): Run the filter (5.46)(5.47) and the smoother

(5.49) to obtain

P{Yti = ek|XT ; θ}, for k = 1, . . . , K, i = 1, . . . , N.

2. (Maximization Step): Update the parameters according to the

following rule (Hamilton, 1990 and Diebold et al., 1994):

μ(j)(k+1) =
∑N

i=1 P (Yti = ej |RT ; θ(k))Rti∑N
i=1 P (Yti = ej |RT ; θ(k))

, for j = 1, . . . , K, (5.50)

Λ(j)(k+1) =
∑N

i=1 P (Yti = ej |RT ; θ(k))(Rti − μ(j)(k+1))(Rti − μ(j)(k+1))′∑N
i=1 P (Yti = ej |RT ; θ(k))

,

for j = 1, . . . , N, (5.51)

P (k+1)
mn =

∑N
i=2 P{Yti = en, Yti−1 = em|RT ; θ(k)}∑N

i=2 P{Yti−1 = em|RT ; θ(k)}
,

for m, n = 1, . . . , K,(5.52)

where the superscript (k) shows that the corresponding parameter is

obtained in the kth recursive calculation. Setting the initial value θ(0),

the two steps are repeated until a predetermined convergence criterion
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is achieved. Although the EM algorithm is known to be robust to the

choices of initial values, several different values should be tested in order

to avoid local maxima. This algorithm is implemented by programming

in C++, which significantly speeds up the estimation.

5.5 Application to the Japanese security markets

5.5.1 Data

In the following analysis, we consider two assets: the Japanese bond

and stock. For bond data, we use the Nomura BPI index, which is

constructed using government and corporate bonds issued in Japan with

ratings above A, excluding convertible and mortgage bonds and asset

backed securities. This index was set as 100 at the end of December 1983.

For the stock data, we use TOPIX, which is a value-weighted index of the

first section in the Tokyo Stock Exchange. The index was set at 100 in

January 4, 1968. The data used here is monthly. It starts in April 1972

and ends in July 2001, giving to 352 data points. We make use of the

maximum number of data available since to obtain reliable estimates the

MS model requires far more data than ordinary single state models*5.

5.5.2 Full sample estimation

Tables 5.1, 5.2, 5.3, figure 5.1 and 5.2 show the estimation results for

two and three state models using the full sample explained above. We

first analyze the two-state model. From the estimated parameters in ta-

ble 1, we can interpret that the first state corresponds to the ’bad’ market

*5 See Psaradakis and Sola (1998) for details.
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condition and the second state to the ’normal’ one. In the second state,

bonds and stocks are both performing fairly well, with moderate level of

volatility, while both perform poorly with a higher level of volatility in

the first state. The stock market in the first state is remarkably turbu-

lent with negative expected returns and a volatility that is three times

higher than the one in second state.

The transition probabilities in table 5.2 show that the second state is

highly persistent compared to the first. We can calculate the expected

duration for each state as 1/(1−pii), where the pii shows the probability

of staying state i. According to this, the former is expected to last for

about three months, while the latter is expected for more than a year.

This shows that, although the first state corresponds to a bad market

condition, it does not last long as the second one. In other words, the

market stays calm for about a year and then a short turbulent period

occurs. Since the expansions and recessions last for 33.1 and 17.4 months

on average, (see table 5.4), the security market seems to have a shorter

cycle which is closely related to the real sector of the economy.

The estimated parameters for the covariance suggest that that the

covariance is also regime-dependent. For a better understanding, we scale

the covariance to the correlation coefficient. The correlation is 0.106 in

the first state and 0.135 in the second state. The difference is almost

30%, and we consider that an introduction of time-varying covariance

should play a more important role in the portfolio selection theory. This

becomes clear in the three state-model, where the difference is much more

significant.

One interesting result in the figure 5.1 is that many of the ’bad’ market

conditions are triggered by the incidents in the real economic sector.



5.5 Application to the Japanese security markets 85

This confirms the results of Perez-Quiros and Timmermann (1998) who

observed that the volatility of returns increases at the turning points of

the business cycle. For example, the recessions caused by the two energy

crisis’s in 1973 to 1975 and 1979 to 1983, the high-Yen recession after the

Plaza agreement in September 1985 and the end of the ’bubble’ economy

in the beginning of 1990, seem to have caused the market turbulence.

Notice that this turbulent state also corresponds to an economic trough,

for example, in the beginning of 1974, the end of 1986 and the end of

1993.

Next, we analyze the result from the three-state model. From the

estimated parameters in the table 1 we can interpret that the third state

corresponds to the ’bad’ market condition. This state and the first state

in the previous model can be considered to represent the same states as

the parameters and the filtered and smoothed probabilities are similar.

The first and the second state in this model shows the ’normal’ market

conditions, the former with the higher stock returns and the latter with

higher bond returns. We can conjecture that the second state in the

previous model corresponds to the combination of the first and second

state in this model. In other words, the second state in the previous

model is divided into two parts in this model: One with higher stock

returns and the other with higher bond returns. Combining with the

result for the expected durations, we can interpret the result that the

market stays at the ’normal’ state for the most of the time, though the

turbulent ’bad’ state arrives occasionally.

Another interesting fact is clear from the transition probability matrix.

The transition probability matrix shows that while the probability of

moving from the first state to the second is three times higher than that
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of moving to the third, the probability of moving from the second to the

third is also significantly higher than the probability of moving to the

first. In other words, when the bonds are performing better than stocks,

it is likely that the market is heading to the turbulent state. Therefore,

it may not be a good idea to invest heavily in stocks during the second

state. This observation will be important in section 5, where the asset

allocation simulation is conducted.

Finally, the covariances are worth noting. As in the two state model,

we calculate the correlation coefficient in each state: 0.09 in the first

state, 0.19 in the second state and 0.12 in the third state. The difference

is much more significant than the ones in the two-state model and the

importance of the regime-switching covariance should be clear in the

context of diversification.

5.5.3 Expanding-window estimation

In order to test whether our model is practical, we conduct an

expanding-window estimation to investigate the stability of coefficients.

In estimating MS models, we must pay attention to avoid the problem of

obtaining unreliable coefficients caused by using too few data. Since our

model requires a relatively large data set to be reliable, we conduct the

test for only last 30 months. That is, we use the first 322 data points to

estimate the model parameters, and then repeat the estimation 30-times

by increasing the number of sample one by one. Since we have total of

352 data points, we obtain 30 sets of estimated parameters. Figure 3

shows the results.

All coefficients are stable for the most of the time, excluding the period
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of the year 2000. During this period, the bond return in the second and

the third state goes up and stay constant, while it stays low in the first

state. The change in the stock market is subtler, showing a slight upward

shift in the first and the third states. Changes also occur in volatility

estimates, showing declines during this period. Probably the most ob-

vious change occurs in the bond-stock correlation, where some unusual

upward shift is observed. Although the reason is not clear, the ’zero

interest rate policy’ by Bank of Japan, which has lasted since February

1999 to August 2000, may have caused this unusual return change. The

reason for these unusual movements may require more research.

5.6 Asset allocation simulation

In this section, we conduct an asset allocation simulation using the

results obtained in the previous chapter. In doing so, we must pay ex-

tra attention not to include future information. That is, the simulated

portfolio at time t must be based only on the information up to time t.

The simulation is conducted in two ways. The first one is a naive imple-

mentation, where the problem (5.40) is solved with a constant σ̄2
P . How-

ever, the performance of this method is disappointing, since it weights

too much on the stock when the stock market is in bad condition and con-

sequently, the portfolio suffers from a big loss during the bear market.

To avoid this problem, we introduce an idea of what we call ’switch-

ing volatility targets,’ where the target volatility σ̄2
P is set according to

the states beliefs at each period. That is, the model weighs more on

stocks when they are in a good state, and vice versa. The portfolio with

this modified method performs much better than the one with constant
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volatility target. However, the result is not surprisingly good, since the

Japanese stock market in the 1990s was far more disappointing compared

to the bond market.

5.6.1 Implementation with a constant volatility target

We calculated the portfolio optimization problem of (5.40) using the

sequential estimation results from the previous section. For the target

volatility, σ̄2
P , we selected 1, 3, 5 and 10. Table 5.5 shows the results.

The second and third columns, ’Bond-Only’ and ’Stock-Only’ show the

mean and variance of the bond and stock indices alone. The fourth to

seventh column show the performance of the regime switching portfolios,

with target volatilities of 1%, 3%, 5% and 10%.

Overall, the performances of the regime switching portfolios are dis-

appointing. Although the means are higher than stock index, the bond

index has much higher mean and lower variance. Moreover, the result

shows that increasing the target volatility, meaning taking more risk,

does not necessarily increase the expected return.

The reason for such low performance is clear when we look at figure 5.4.

This shows the relationship between the bond and stock indices’ returns

and the portfolio weight to stocks. Although the portfolio invests largely

in stocks during the bull market of 1999, the weight in stocks does not

decline much during the bear market of 2000. Obviously this caused the

portfolio to lose value during the bear market. We can conclude that,

although the portfolio weight is moving to right direction depending on

the market condition, it does not move enough to successfully time the

market. Since the constant target volatility is the main reason for this
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poor performance, the next section considers varying it depending on

each state belief.

5.6.2 Implementation with switching volatility targets

The disappointing result from the previous analysis is caused by taking

too much risk during the second and the third regime. Then, it would be

a reasonable idea to take more volatility risk during the first state and

less in the second and the third state. We call this a switching target

volatility and define σ̄2
P =

∑K
i=1 P{Yt = i} ·σ2

i . Here σ2
i shows the target

volatility for the state i. So σ̄2
P is the state probability-weighted average

of the target volatilities in each regime.

Table 5.6 shows the asset allocation simulation using this state-

dependent target volatility. Four different target volatilities are tested.

’5-1-0.5’ in the table means the target volatility is 5, 1 and 0.5 for

regime one, two and three respectively. In this way, ’5-1-0.5’, ’10-1-0.5’,

’5-0.5-0.1’ and ’10-0.5-0.1’ are tested. The target volatility is set this way

to take the result from last section regarding the transition probability

matrix into account. Since in the first state, the stocks are expected

to grow with low volatility, the portfolio takes more risk. It does not

take much risk in the second state because the probability of going into

the third state cannot be ignored. In the third state, the portfolio tries

to take little risk as possible. If we select a very low target volatility,

the inequality constraint in 5.40 may not be satisfied. In this case, we

select the portfolio weight that achieves the lowest volatility, which is

equivalent to calculating the minimum variance portfolio.

Overall, the portfolio with the state-dependent target volatility per-
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forms better than the naive portfolio. The target volatility of ’5-0.5-0.1’

shows the best performance among the four. The mean of the portfolio

return is improved by 0.06% ∼ 0.07%monthly or 0.72% ∼ 0.84% annu-

ally, which is quite high. However, our portfolio does not significantly

outperform the bond index. This is caused by the highly disappointing

performance by the Japanese stock market in 1990s.

Figure 5.5 shows the relationship between security returns and the

portfolio weight to stocks. Note the obvious difference in the weight.

The portfolio weights more on stocks during the bull stock markets and

less during the bear market. Moreover, the weight of stocks during the

bull market is much higher than the one with fixed target volatility. The

opposite is true during the bear market. We can say that the state beliefs

are reliable indicators to time the market.

5.7 Conclusion

In this paper, we have developed and implemented the theory of port-

folio selection under regime switching means and volatilities that are

modeled by using a Markov switching model. Although the intertempo-

ral portfolio selection theory in general is very difficult to solve, we made

it significantly easier by using the log-mean variance criteria.

The estimation of the security return model was more than successful,

yielding several interesting insights. This includes the relationship be-

tween security markets and business cycle, the expected duration of bull

and bear markets, determining the probability of which security market

would perform better, and so on. This kind of rich information cannot

be obtained in a normal, one-state model. Also, the filtered probabilities
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proved to be reliable indicators to time the market.

However the asset allocation simulation was not good as we expected.

Although the performance is improved by introducing an idea of a state-

dependent target volatility, the results were not surprisingly good. This

is caused by the highly disappointing performance by the Japanese stock

market in 1990s. We hope that during a period with occasional bull

and bear markets, our model would perform much better and prove the

importance of a regime switching portfolio.



92 第 5章 連続時間におけるポートフォリオ選択

Two State Model Three State Model

Bond Return (%) 0.314 (0.248) 0.538 (0.106)

Stock Return (%) -0.461 (1.037) 1.117 (0.267)

State 1 Bond Variance 3.640 (0.567) 0.836 (0.120)

Stock Variance 57.436 (10.230) 6.624 (1.092)

Bond-Stock Covariance 1.553 (1.811) 0.233 (0.230)

Expected Duration 3.300 9.259

Bond Return (%) 0.639 (0.054) 0.718 (0.101)

Stock Return (%) 0.695 (0.294) 0.108 (0.531)

State 2 Bond Variance 0.581 (0.057) 0.457 (0.082)

Stock Variance 18.326 (1.890) 31.189 (3.797)

Bond-Stock Covariance 0.439 (0.236) 0.731 (0.427)

Expected Duration 12.658 7.874

Bond Return (%) 0.281 (0.288)

Stock Return (%) -0.364 (1.209)

State 3 Bond Variance 4.147 (0.678)

Stock Variance 65.096 (12.419)

Bond-Stock Covariance 1.994 (2.328)

Expected Duration 3.534

Log-Likelihood -1561.50 -1541.71

表 5.1 Estimated parameters for the two- and three-state model.

Standard errors are reported in the parenthesis. The expected

durations for each state is calculated as 1/(1−pii), where the pii

shows the probability of staying at the state i. All parameters

are monthly.
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From State 1 From State 2

To State 1 0.697 (0.089) 0.079 (0.029)

To State 2 0.303 (0.109) 0.921 (0.051)

表 5.2 Transition probability matrix for the two-state model.

Standard errors are reported in the parenthesis.

From State 1 From State 2 From State 3

To State 1 0.892 (0.065) 0.044 (0.065) 0.170 (0.092)

To State 2 0.082 (0.076) 0.873 (0.075) 0.114 (0.105)

To State 3 0.026 (0.029) 0.082 (0.045) 0.717 (0.037)

表 5.3 Transition probability matrix for the three-state model.

Standard errors are reported in the parenthesis.
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Dates Cycle Durations (months)

Cycle Trough Peak Trough Expansion Recession Total Cycle

1 Jun-51 Oct-51 4

2 Oct-51 Jan-54 Nov-54 27 10 37

3 Nov-54 Jun-57 Jun-58 31 12 43

4 Jun-58 Dec-61 Oct-62 42 10 52

5 Oct-62 Oct-64 Oct-65 24 12 36

6 Oct-65 Jul-70 Dec-71 57 17 74

7 Dec-71 Nov-73 Mar-75 23 16 39

8 Mar-75 Jan-77 Oct-77 22 9 31

9 Oct-77 Feb-80 Feb-83 28 36 64

10 Feb-83 Jun-85 Nov-86 28 17 45

11 Nov-86 Feb-91 Oct-93 51 32 83

12 Oct-93 Mar-97 Apr-99 43 20 63

13 Apr-99 Oct-00 21

表 5.4 Official business cycle expansion and contraction

datings from the Economic and Social Research Institute.

(http://www.esri.cao.go.jp/index-e.html) The average durations

for the expansions and recessions are 33.1 and 17.4 months re-

spectively.

Target Volatility

Bond-Only Stock-Only 1 3 5 10

Mean 0.332 0.187 0.307 0.314 0.302 0.303

Variance 0.663 28.015 0.734 3.209 5.743 12.034

表 5.5 The result for the asset allocation simulation under three

regimes. The target volatilities are constant.
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Target Volatility

Bond-Only Stock-Only 5-1-0.5 10-1-0.5 5-0.5-0.1 10-0.5-0.1

Mean 0.332 0.187 0.344 0.324 0.373 0.340

Variance 0.663 28.015 3.230 6.158 3.029 5.928

表 5.6 The result for the asset allocation simulation under three

regimes. The target volatilities are state dependent. For exam-

ple, ’5-1-0.5’ means the target volatilities are 5, 1 and 0.5 for

regime one, two and three respectively.
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図 5.1 Returns, filtered and smoothed probabilities in the two

regime estimation. Shaded areas show that the corresponding

periods have the smoothed probability above 0.5.
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図 5.2 Returns, filtered and smoothed probabilities in the three

regime estimation. Shaded areas show that the corresponding

periods have the smoothed probability above 0.5.
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図 5.3 Estimated parameters in the three regime, expanding

window estimation.
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図 5.4 The actual bond and stock index and the portfolio weight

to stocks. The case with a fixed target volatility.
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to stocks. The case with a state-dependent target volatility.
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第 6章

株式市場における風見鶏効果

気象条件が投資機会のレジームシフトに及ぼす影
響の定量的分析

石島博, 早稲田大学ファイナンス研究センター & 吉田晴香, 慶應義塾大学大

学院政策・メディア研究科. (第 21回, 2004年度 JAFEE夏季大会, 明治大

学, 2004年 8月 4-5日.)

6.1 概要

本論文では, 市場の見えざる状態, いわゆるレジームが変化するというレ

ジームシフトを考慮したマルチファクターリターンモデルを構築し, マクロ

経済指標, 気象条件, 及び曜日が資産価格の変動に及ぼす影響を定量的に分

析する. 本論文で提案するモデルの特徴は, 以下の 2点である. まず, 人間の

心理が資産価格に影響を与え得ることを実証するために, マルチファクター

リターンモデルの説明変数として, 人間の心理が無意識的に影響を受ける気

象条件や曜日を取り入れた点である. 次に, 市場の見えざる状態によって人

間の心理が変化しうることを考慮するために, レジームシフトを導入した点
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である. その結果, ファクターとして取り入れた要因が投資家心理にどのよ

うに影響を与え, さらにその投資家行動がどのように資産価格に影響を与え

るのかを明確にすることができた. 本モデルを日本市場を対象に分析した結

果, 安定的なレジームでは, 為替要因が強く影響を与えているのに対し, 不安

定なレジームでは, マクロ経済指標だけではなく, 様々な心理的要因が資産

価格に影響を与えていることが分かった. そして, 市場が不安定な状態では,

投資家は気象条件の悪化に対して過敏に反応し, 逆に資産価格の収益率に対

してプラスに働くことが示された.

キーワード: レジームシフト, マルチファクターリターンモデル, 行動ファ

イナンス, 気象条件, 曜日

6.2 緒論

株式市場には, 参加する投資家の利益への期待と損失への恐怖が入り混

じっている. その期待が過剰となってバブルを生んだこともあれば, 逆に不

安や恐怖が増大しすぎて, 株価の暴落が起きたという事実は, 歴史が物語っ

ている (Chancellor, 1999). 市場はまさに投資家の心理と行動によって翻弄

されてきたという見方もできる. 投資の意思決定をする人間は, 必ずしも合

理的な判断ができる訳ではなく, 感情・心理があり, 時には非合理的な判断

をする. その非合理的な判断が資産価格に影響を及ぼし得る, と考えられる.

Daniel Kahneman らに端を発する行動経済学及び行動ファイナンスと呼ば

れる新たな研究分野においては, 効率的市場仮説などの従来の伝統的ファイ

ナンスでは説明できない, バブルやアノマリーの現象を投資家の非合理的な

行動に着目して説明しようと試みる. 特に, 行動ファイナンスは, 投資家の

心理と行動が資産価格の変動に影響を与え得ることを前提とし, バブルやア

ノマリーといった現象を投資家の心理に注目して解明しようというものであ

る. より具体的には, 行動ファイナンスにおいては, (1) プロスペクト理論:
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人間は, 富の増加に対してはリスク回避的であるが, 富の減少に関してはリ

スク愛好的である傾向が強い (Kahneman and Tversky, 1979), (2) メンタ

ルアカウンティング: 人間がコストや利益を認識するとき, それを構成要素

ごとに分離して考えたり, 収入や支出を別々の主観的な勘定に入れて判断し

たりする傾向, (3) ヒューリスティック: 合理的な判断を誤らせるもので, 固

定観念, アンカリングなどがある, などの意思決定におけるバイアス (印南,

1997; 加藤, 2003)を用いて, 資産価格の変動を説明をしている研究が多い.

これに対し, 本論文では, 意思決定におけるバイアスから出発するのでは

なく, 気象条件や曜日などの潜在的に心理に影響を与え得ると考えられる要

因を, 統計的手法であるマルチファクターリターンモデルを用いて分析する.

どの要因が投資家心理に影響を与え, さらにその投資家の行動がどのように

資産価格に影響を与えるのかを明確にすることができるからである.

さらに本論文では, 市場の見えざる状態, すなわち市場のレジームによっ

て人間の心理が変化し得ることを考慮すべく, マルチファクターリターンモ

デルにレジームシフトを導入する. レジームの各状態においてどのファク

ターが資産価格の変動に影響を与えているのか, またそれは資産規模によっ

て異なるのか, を定量的に分析することが可能になるからである. 本論文の

構成は以下の通りである. 第 2節ではレジームシフトを考慮したマルチファ

クターリターンモデル, 及びその推定方法について述べる. 第 3節では資産

価格の変動に影響を与える要因について説明した後, 東証株価指数, 東証規

模別株価指数 (大型株, 中型株, および小型株) を対象に分析を行なう. 第 4

節で結論を述べる.

6.3 モデル

本論文では, レジームシフトを考慮したマルチファクターリターンモデル

を用いる. 市場の状態, つまりレジームによって投資家心理が変化し, その結
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果投資家の行動も異なると考えられる. したがって, レジームシフトを考慮

することにより, どのような要因が資産価格の変動に影響を与えているのか

を, 市場の状態毎に検証することができる. 以下に, モデルとその推定方法に

ついて述べる.

6.4 レジームと資産価格のモデル

市場の見えざる状態, つまりレジームに関する状態方程式を表現する. 離

散時点 t (t = 1, . . . , T ) において, 市場には K 種類のレジームが存在する

と仮定し, これを確率ベクトル Y = {Yt ; t = 1, . . . , T} によって表す. レ

ジーム Yt の状態空間を {e1, . . . , ek, . . . , eK} とする. 但し, eK ∈ RK (k =

1, . . . , K) は, その第 k 要素が値 1 であり, それ以外の要素の値が 0 である

ような列ベクトルである. つまり, 各時点において, K 種類のレジームのう

ち何れかのレジームが市場を支配していると考える. このとき, 時点 tにお

けるレジームの定義関数を以下のように定義する:

It(k)
�
= 〈Yt, ek〉 (k = 1, . . . , K)

=

{
1 (Yt = ek) ,

0 (otherwise) .

ここで, 定義関数の期待値 It(k) は, レジーム Yt が実現値 ek をとる確率と

等価であることに注意する. つまり,

E[It(k)] = E[〈Yt, ek〉] = Pr(Y = ek) .

レジーム Yt は 1 次のMarkov過程に従うとする. このとき, 時点 t におけ

るレジーム ek から,時点 t + 1 でのレジーム el への推移確率について時間

斉時性を仮定して, これを,

plk = Pr (Yt+1 = el |Yt = ek ) ≥ 0 ,

あるいは, P = (plk)1≤l,k≤K ,
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により表す. 但し, 時点 t から t + 1 へ進むときには, 必ず K 個のレ

ジームのうち何れかのレジームに推移するので,
∑K

l=1 plk,t+1 = 1 である.

Yt
�
= σ(Y1, . . . , Yt)と書く. ここで, Mt+1

�
= Yt+1 − PYt と定義すれば, これ

は Yt-マルチンゲールである. したがって, レジームに関する状態方程式は

セミマルチンゲールとして表現することができる:

Yt+1 = Pt+1Yt + Mt+1 . (6.1)

続いて, レジーム所与とした上で, 離散時間で観測される資産収益率につ

いての観測方程式を, 複数の要因で説明する, いわゆるマルチファクターリ

ターンモデルとして表現する.

レジーム Yt 所与の下での資産の対数収益率過程R = {Rt ; t = 1, . . . , T}
が, 外生的な m 個のリターン・ファクターにより回帰されると考え, これを

以下のように表す:

Rt |Yt = β′(Yt)xt + σ(Yt)εt , (6.2)

但し, xt ∈ Rm+1 は, その第 0 成分が 1 であり, それ以外はリターンを説明

する m 個の外生変数から成る. また, εt ∼
I.I.D.

N(0, 1) は撹乱項を表す.

6.5 推定方法

モデルを記述するパラメータ Θ の推定は, いわゆる EMアルゴリズムに

基づいて行なう. このアルゴリズムでは, 初期値 Θ(0) を適当に与えた上で,

「E-ステップ (Expectation Step)」と「M-ステップ (Maximization Step)」

から成るイテレーション (j = 1, 2, . . .) を交互に行なう. イテレーション j

はパラメータの推定値 Θ(j−1) を, より良い推定値 Θ(j) に更新する. つま

り, E-ステップとM-ステップから成るイテレーションは, 単調に尤度関数を

大きくしていく. そこで, パラメータの推定値が更新されなくなるまでイテ

レーションを繰り返し, Θ(J−1) ≈ Θ(J) となったときに, パラメータ Θ の
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推定値を Θ̂ = Θ(J) とするのである. 以下では, イテレーション j + 1 に

おいて用いられるレジーム更新式について述べた後に, E-ステップと M-ス

テップの詳細について説明する.

Rt = σ (R1, . . . ,Rt) と書く. レジーム条件付密度関数, 及びレジーム滞

留確率を表す列ベクトルをそれぞれ,

ηt
�
= (ηk,t)1≤k≤K =

(
f (Rt |Yt = ek, Rt−1;Θ )

)
1≤k≤K

(t = 1, . . . , T ) ,(6.3)

ξt|τ
�
=

(
ξk,t|τ

)
1≤k≤K

=
(

Pr (Yt = ek |Rτ ;Θ )
)

1≤k≤K

(t, τ = 1, . . . , T ) ,(6.4)

と書く. このときレジーム更新式は, 以下のように与えられる:

ξt|t =
ηt

⊙
ξt|t−1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

) , (6.5)

ξt+1|t = Pξt|t , (6.6)

ξt|T = ξt|t 

{
P′ · [ξt+1|T (÷)ξt+1|t

]}
. (6.7)

ここで ξt|t をフィルター (filter), ξt|t−1 をプレディクター (predictor)と呼

ぶ. 両者はいずれも t 時点でのレジーム滞留確率を表すが, 前者は t 時点ま

での情報を用いて, 後者は t−1 時点までの情報を用いている点が異なる. 一

方, 推定のために用いることができる T 時点までの全データを用いたレジー

ム滞留確率 ξt|T はスムーザー (smoother)と呼ばれ, Kim (1993) によって

提案された計算方法を用いて求めることが可能である.

E-ステップにおいては, 対数尤度関数 log f(RT , YT ; Θ(j+1)) を特定す

るパラメータ Θ(j+1) ではなく, これとは別のパラメータ Θ(j) で特定され

る測度下で, 観測値 RT を条件として, この対数尤度関数の期待値をとり Q

関数と呼ぶ. これは次のように与えられる:

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )
�
=EΘ(j)

[
log f(RT , YT ; Θ(j+1)) |RT

]
=

T∑
t=1

K∑
k=1

EΘ(j)
[It(k)|RT ] log f(Rt|Yt = ek;Θ(j+1)) +

K∑
k=1

EΘ(j)
[I1(k)|RT ] log Pr(Y1 = ek

∣∣∣F0;Θ(j+1) )
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+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

EΘ(j)
[It−1(l)It(k)|RT ] log Pr(Yt = ek|Yt−1 = el;Θ(j+1))

= −1
2

T∑
t=1

K∑
k=1

ξ
(j)
k,t|T

[
log 2π + 2 log σ(j+1)(k) +

(
Rt − β′(j+1)(k)xt−1

)2

2
(
σ(j+1)(k)

)2

]

+
K∑

k=1

ξ
(j)
k,1|T log ρ

(j+1)
k +

T∑
t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

ξ
(j)
kl,t|T log p

(j+1)
kl . (6.8)

ここで,

ξ
(j)
kl,t|T = Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) , (6.9)

と書いた.

M-ステップでは, E-ステップで求めた Q 関数, Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ), を

推移確率, 及び初期レジーム滞留確率に関する制約下で, Θ(j+1) に関して最

大化する.

P(j+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
Θ(j+1)

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )

subject to
K∑

k=1

p
(j+1)
kl = 1 (l = 1, . . . , K) ,

K∑
k=1

ρ
(j+1)
k = 1 .

推移確率行列 p
(j+1)
kl , 初期レジーム滞留確率 ρ

(j+1)
k , β(j+1)(k), ボラティリ

ティ σ(j+1)(k)に関する KKT条件は, それぞれ次のように与えられる;

p
(j+1)
kl =

T∑
t=2

Pr
(
Yt−1 = el, Yt = ek|YT ;Θ(j)

)
T∑

t=2

Pr
(
Yt−1 = el|YT ;Θ(j)

) , (6.10)

ρ
(j+1)
k =

ξ
(j)
k,1|T∑K

k=1 ξ
(j)
k,1|T

, (6.11)

β(j+1)(k) =

(
T∑

t=1

ξ
(j)
k,t|T xt−1x

′
t

)−1 (
T∑

t=1

ξ
(j)
k,t|T Rtxt

)
, (6.12)
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(
σ(j+1)(k)

)2

=
1∑T

t=1 ξ
(j)
k,t|T

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T

(
Rt − β(j+1)(k)xt

)2

.(6.13)

以上により, レジーム毎の初期レジーム滞留確率 ρ
(j+1)
k , 各ファクターに対

する係数 β(j+1)(k), ボラティリティ σ(j+1)(k) が更新される.

纏めとして, 本モデルは状態空間モデルにおいて, その状態空間が離散

値をとる Hidden Markov Model, あるいはレジームスイッチングモデルと

呼ばれるものである (Elliott, 1993; Hamilton, 1994). また, 本論文で用い

るマルチファクターリターンモデルを株式市場に適用した先行研究として,

Perez Quiros and Timmermann (2000)が挙げられる.

6.6 実証分析

資産価格の変動に影響を及ぼす要因に関して, 伝統的ファイナンスでは,

企業業績やマクロ経済指標などを資産価格の変動の要因として用いるが, 本

論文では, それ以外に, 無意識的に投資家の心理に影響を与える要因として,

気象条件と曜日をファクターを取り入れる. 本節ではまず, 本モデル (6.2)

式の被説明変数, 説明変数 (リターンファクター)として採用するデータにつ

いて述べ, 本モデルを具体的に記述する. 次いで, 推定結果を示す.

6.6.1 データ

分析対象

実証分析に際して, 東証株価指数 (TOPIX) と東証規模別株価指数 (大型

株, 中型株, 及び小型株)を対象に, 2001年 1月 4日から 2003年 11月まで

の日次データ, 950サンプルを用いた. また, 本モデルにおいて被説明変数と

して用いるのは, TOPIX, 大型株, 中型株, および小型株ともに資産価格そ

のものではなく, 日次の対数収益率である.
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一方, 本モデルのファクターとして用いたのは, マクロ経済指標と, 心理に

影響を及ぼすと考えられる気象条件と曜日である. 以下に, 順に詳述する.

6.6.2 マクロ経済指標のファクターの選択

本論文では, マクロ経済指標をファクターとして選択した代表的な先行研

究である, Chen, Roll and Ross (1986)の考え方に依拠して, 日次データの

取得が可能な為替要因, 長期金利要因, および短期金利要因のみを選択した.

それぞれの要因に該当すると思われるマクロ経済指標として, 以下の 3つ

を選択する.

• 為替要因：名目実行為替レート（日本銀行）
• 長期金利要因：10年国債流通利回り

• 短期金利要因：無担保コールレート（オーバーナイト物）

また, 被説明変数が対数収益率であるため, 説明変数として用いる際には,

マクロ経済指標の値そのものを用いるのではなく, それぞれの値を対数変化

率として表したものを用いた. 例えば, 為替の対数収益率 = LOG(当日の円

ドルレート/前日の円ドルレート)とした.

気象条件のファクターの選択

気象と資産価格の関係についての先行研究として, 以下の二つの論文が挙

げられる．

Saunders (1993)は, 1927年から 1989年のまでの期間のダウジョーンズ

工業平均株価と, 1962年から 1989年までの期間のニューヨーク証券取引所

総合株価指数を用いて, それぞれの指数とニューヨークの天気の曇り度との

相関を調査した. その結果, 曇り度が高い日ほど, 資産価格が下がる場合が多

く, 曇り度が低い日ほど, 資産価格が上がる場合が多いことを示した．

Hirshleifer, D. and Shumway (2003)は, 1982年から 1997年までの期間
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における 26 株式市場の資産価格を調べ, その結果朝方の日射量が通常より

多い日には資産価格が上がることが多く, 逆に日射量が少ない日は下がる

ケースが多いことを示した．

このように, 気象条件が資産価格に影響を及ぼすことが指摘されている.

特に, 曇りや低い日射量といった悪い気象条件は, 資産価格を下げることが

実証されている.

本実証研究で用いる気象条件ファクターは, 財団法人気象業務支援セン

ターのインターネット気象データ提供システムから取得した, 地上気象観測

原簿データのうち, 数値として取得できる, 全天日射量, 平均海面気圧, 最高

気温, 最低気温, 日降水量, 相対湿度, および最大瞬間風速である.

また, マルチファクターモデルに説明変数として導入する際には, 上記の

数値をそのまま用いるのではなく, 以下のように算出した数値を用いた.

• 前日比日射量 = 当日の全天日射量/前日の全天日射量

• 気圧変化度 = |当日の海面気圧/前日の海面気圧 - 1|
• 1日の気温差 = 最高気温 - 最低気温

• 前日比湿度 = 当日の相対湿度/前日の相対湿度

• 降水量の差　= 当日の降水量 - 前日の降水量

• 前日比最大瞬間風速 = 当日の最大瞬間風速/前日の最大瞬間風速

• 前日比不快指数*1 = 当日の不快指数/前日の不快指数

なお, 表 6.1の通り, 各説明変数間の相関関係は弱く*2, マルチファクター

リターンモデルの推計上, 多重共線性の問題はないと考えられる.

*1 不快指数は, T：気温 (度), U：相対湿度 (%), を用いて以下の式で算出される：

不快指数 = 0.81T + 0.01U(0.99T - 14.3) + 46.3 .

*2 重回帰を行う際には多重共線性の問題に留意する必要があり, 蓑谷 68 は, 目安として

VIF(Variance Inflation Factor) が 10 以上の場合, 多重共線性によって推計量の信頼

度が低下するとしている. なお, V IF = 1/(1 − r2)であり, r は, 相関係数を表す.
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曜日のファクターの選択

伝統的ファイナンスの枠組みでは説明できないアノマリーの一つとして,

曜日効果と呼ばれているものがある．これは週末効果とも呼ばれ, Cross

(1975) や French (1980) により米国市場における分析結果から示された現

象である. これは, 週末の曜日における収益率は他の曜日に比べて高く, 月曜

日における収益率は他の曜日に比べて低い, というものである．

日本でも, 以下のような結果が報告されている．

1. 池田 (1988)は, 1977年 1月から 1986年 12月までの TOPIX収益率

を分析し, その結果として火曜日に負の収益率, それ以外の曜日では

正の収益率が観察された．特に, 水曜日には正の最大値を, 金曜日に

も高い収益率を観察している．

2. 加藤 (1990)は, 1978年 4月から 1987年 6月までの TOPIXと日経

平均株価, そして, 個別銘柄の収益率を分析し, 各曜日の傾向は 1と同

様の結果を観察している．

以上のように, 曜日によって収益率が大きく異なることから, 曜日が資産価

格に何らかの影響を及ぼしていると考えられる．例えば, 日本市場の火曜日

に収益率が低いのは, 週明けのアメリカ市場の影響を受けているからだと根

拠付けられている 67．その他の曜日における収益率の違いは, まだ理由が解

明できていないものもあるが, 資産価格に影響を与える要因の一つとして曜

日を取り入れることにより, さらに高い精度で資産価格を説明できると考え

られる．

曜日は質的変数であるため, 5つのダミー変数*3を採用した. また, マルチ

ファクターリターンモデルに用いる際, 月曜日から金曜日のデータをすべて

*3 月曜日を 1, それ以外を 0, 火曜日を 1, それ以外を 0, と設定した.
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用いると推定が収束しないため, それぞれの被説明変数に対して 5つの曜日

のうち 4 つを用いて推定を行い, 最も有意でない曜日については除外して,

すべてのファクターでの推定は行った.

マルチファクターリターンモデルの記述

以上をまとめると, 本論文で用いるレジームシフト下でのマルチファク

ターリターンモデル (6.2) 式を具体的に記述すると次のようになる:

Rt |Yt = β係数(Yt) + β為替(Yt)x為替,t + β長期金利(Yt)x長期金利,t + β短期金利(Yt)x短期金利,t

+β日射量(Yt)x日射量,t + β気圧変化度(Yt)x気圧変化度,t + β気温差(Yt)x気温差,t + β湿度(Yt)x湿度,t

+β降水量(Yt)x降水量,t + β最大瞬間風速(Yt)x最大瞬間風速,t + β不快指数(Yt)x不快指数,t

+β月曜日(Yt)x月曜日,t + β火曜日(Yt)x火曜日,t + β水曜日(Yt)x水曜日,t

+β木曜日(Yt)x木曜日,t + β金曜日(Yt)x金曜日,t + σ(Yt)εt . (6.14)
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6.6.3 推定結果

マクロ経済指標のみを用いた分析

マクロ経済指標のみを用いて分析した結果を, 表 6.4, 表 6.5, 表 6.6, およ

び表 6.7に示した.

4つの資産に共通することは, レジーム 1は「ボラティリティの小さなレ

ジーム」つまり, 市場が安定した状態を示し, レジーム 2は「ボラティリティ

の大きなレジーム」つまり, 市場が不安定な状態を示していることが分かる.

次いで, 各資産に影響を与える要因をレジーム毎に述べる. TOPIX と大

型株については, レジーム 1では為替のみが, レジーム 2では短期金利と為

替の動きが, 資産価格の収益率の変動に有意に影響を与えていることが分か

る. 中型株については, レジーム 1, レジーム 2のどちらにおいても, 短期金

利と為替が影響を与えている. 小型株については, レジーム 1では短期金利

と為替が, レジーム 2ではマクロ経済指標のすべてが資産価格の変動に影響

を与えていることが分かる. つまり, ボラティリティの高い市場が不安定な

レジームでは, 市場が安定したレジームよりも, 多くのファクターの影響を

受けている. TOPIX, 大型株, 中型株, 小型株の順で資産価格に影響を与え

るファクターの数が多くなることが分かる.

モデルの妥当性について述べる. 表 6.2 に示した AIC と重決定係数を見

てみると, モデルの妥当性は, TOPIX, 大型株, 中型株, 小型株の順に高く

なっており, 先に表 6.4, 表 6.5, 表 6.6, および表 6.7 で見た, 資産価格に影

響を与えるファクターの数とは逆の順になっていることが分かる. これより,

規模が小型になればなるほど, マクロ経済指標以外の要因が資産価格に影響

を与えているということが考えられる. また, 規模が大型になればなるほど,

マクロ経済指標の影響が大きく, その中でも為替変動に大きく影響を受けて
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いると考えられる.

さらに, 各ファクターの回帰係数をレジーム毎に見てみる. 長期金利, 短

期金利に対する回帰係数は, 全ての資産の全てのレジームにおいて, 負の値

をとっており, 金利が上がると預金の魅力が増し, 株式に投資しなくなるた

めに資産価格が下がることを実証できた. ただし, 小型株のレジーム 1では,

短期金利に対する回帰係数が正の値になっている. つまり, 小型株に関して

は, 市場が安定したレジームでは, 短期金利が上がることがマイナスに働い

ていない. これについてはさらなる検証が必要であろう.

次に, 為替に対する回帰係数は, 全ての資産の全てのレジームにおいて, 正

の値を取っていることが分かる. これは, 円安になると資産価格があがると

いうことを示しており, 為替要因が資産価格に対してプラスに働いていると

いうことを示している. つまり円安では, 輸出の多い企業にとっては収益が

プラスになり, 資産価格にプラスに働くことを示している. ただし, 各資産の

回帰係数を比較すると, やはり大型になるほど高い値を取っている. これは,

小型株の構成銘柄よりも大型株構成銘柄に, 高い割合で輸出企業が含まれて

いるからだと考えられる.

最後に, レジームを考慮しない場合とレジームを考慮した場合を比較する.

小型株を見ると, レジームなしの場合では長期金利は t値, P 値ともに有意

ではなかったが, レジーム 2では, t値, P 値ともに有意になり, レジームを

考慮した場合の方がより高い精度で収益率を説明できていることが分かる.

また, レジームを考慮しない場合よりもレジームを考慮した場合の方が AIC

は低く, 重決定係数は高いので, モデルとしての妥当性もレジームを考慮し

た方が高いことが分かる. つまり, レジームを考慮した方がよりよいモデル

だと言える.
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気象条件, 曜日をファクターに加えた分析

マクロ経済指標のみを用いた分析では, 規模が小型になるほどマクロ経済

指標のみの影響は小さくなっていた. これは, マクロ経済指標以外に資産価

格に影響を与えているファクターがあると考えられる. そこで, マクロ経済

指標に気象条件, 曜日をファクターに加えて分析を行う. 表 6.8, 表 6.9, 表

6.10, および表 6.11は, その分析結果をまとめたものである.

マクロ経済指標のみを用いた分析結果と同様に, 全ての資産について, レ

ジーム 1 は「ボラティリティの低い, 市場が安定的な状態」であり, レジー

ム 2は「ボラティリティが高く, 市場が不安定な状態」であることが分かる.

続いて, 各資産の結果を述べる.

TOPIX と大型株については, ほぼ同一の結果を示している. レジーム 1

では為替と前日比日射量のみが有意であり, レジーム 2ではマクロ経済指標

すべて, 多くの気象条件, および月曜日というファクターが有意になってい

る. また, 2つのレジームに共通して有意な「為替」に対する回帰係数は, レ

ジーム 1の方が高く, これは市場が安定的な状態では, 為替の影響が大きい

ことが言える.

次に, 中型株, 小型株でも, 6.6.3 節と同様に, レジーム 1 では為替とその

他いくつかのファクターのみにしか強く影響を受けないが, レジーム 2では,

多くのファクターの影響を受けていることが分かる.

さらに, レジーム毎の各ファクターに対する回帰係数を見てみると,

TOPIX, 大型株, 中型株, および小型株の 4 銘柄に共通して, 「降水量の

差」「前日比湿度」「前日比最大瞬間風速」「前日比不快指数」の回帰係数が,

レジーム 1とレジーム 2ではプラスマイナスが逆になっている. つまり, 市
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場が安定的な状態では, それらの気象条件の悪化は市場に対してマイナスに

働くが, 一方, 市場が不安定な状態では, 気象条件の悪化が市場に対してプラ

スに働いていることが分かる.

モデルの妥当性を表 6.3に示す. マクロ経済指標のみの場合のモデルの妥

当性を示した表 6.2 と比較して, 全ての銘柄において, AIC はより低く, 重

決定係数はより高くなっており, より妥当性の高いモデルであることが分か

る. また, レジームを考慮しない場合とレジームを考慮した場合では, マクロ

ファクターのみの分析と同様に, モデルとしての精度が高くなっていること

が分かる.

6.7 結論

本論文では, 市場の見えざる状態, いわゆるレジームが変化するというレ

ジームシフトを考慮したマルチファクターリターンモデルを構築し, マクロ

経済指標, 気象条件, 及び曜日が資産価格の変動に及ぼす影響を, 定量的に分

析した.

本論文で提案するモデルの特徴は, 以下の 2 点である. まず, 人間の心理

が資産価格に影響を与えることを検証するために, マルチファクターリター

ンモデルの説明変数として, 人間の心理が無意識的に影響を受ける気象条件

や曜日を取り入れた点である. 次に, 市場の見えざる状態によって人間の心

理が変化することを考慮するために, マルチファクターリターンモデルにレ

ジームシフトを導入した点である. その結果, ファクターとして取り入れた

要因が投資家心理にどのように影響を与え, さらにその投資家行動がどのよ

うに資産価格に影響を与えるのかを明確にすることができた.

本モデルを TOPIX, 大型株, 中型株, および小型株を対象に分析した結果,

本モデルの有効性と,資産価格に対する市場の状態と人間の心理との関係性
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を示すことができた.

まず, モデル自体の有効性については, どの銘柄にも共通して, レジームを

考慮しない場合と比較して, 資産価格をより高い精度で説明できるようにな

り, モデルの妥当性も高くなった.

さらに, 気象条件と曜日をファクターに加えた場合は, マクロ経済指標だ

けの場合と比較して, 資産価格の説明力とモデルの妥当性がともに上がった.

以上の 2点から, レジームシフトを考慮し, さらに人間の心理的側面を考慮

したファクターを取り入れることにより, 通常のマルチファクターリターン

モデルよりも, 妥当性と説明力のあるモデルを構築できたと考えられる.

次に, 資産価格に対する市場の状態と人間の心理との関係性については,

各ファクターの影響もレジームによって変化しており, ボラティリティが低

く市場が安定した状態では, 為替変動に強く影響を受けるが, その他のファ

クターの影響はさほど大きくないことが示された. 逆に, ボラティリティが

高く市場が不安定な状態では, 為替変動以外のマクロ経済指標, 気象条件, お

よび曜日などのファクターも有意に影響を与えていることが示された. つま

り, 不安定なレジームでは, マクロ経済指標だけではなく, 様々な心理的要因

が資産価格に影響を与えていることが分かった.

そして, ボラティリティが低い状態では, 気象条件の悪化（降水量, 湿度,

最大瞬間風速, および不快指数の増大）が資産価格の収益率に対してマイナ

スに働き, ボラティリティが高い状態では, 気象条件の悪化が資産価格の収

益率に対してプラスに働いていることが示された. つまり, 市場が不安定な

状態では, 投資家は気象条件の悪化に対して,過敏に反応し, 資産価格の収益

率に対してプラスに働くことが示された.

以上のことから, これまでは「悪天候は投資家を弱気にさせ, 収益率が下

がる」と言われてきたが, これが常に正しいわけではなく, 市場の状態によっ

ては, 悪天候が投資家心理を強気にさせるということが示された. 人間の心

は変わりやすい．「女心と秋の空」とよく言われるが, 「投資家心と秋の空」
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とも言えるのではないだろうか.
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マクロファクターと TOPIX AIC 重決定係数

モデル全体 -7509.637

状態 1 -10673.18 0.9097395

状態 2 -9834.132 0.3208258

レジーム考慮しない場合 -6749.3228 0.7533

マクロファクターと大型株 AIC 重決定係数

モデル全体 -7446.817

状態 1 -10586.31 0.9077296

状態 2 -9825.758 0.3139435

レジーム考慮しない場合 -6711.8642 0.7566

マクロファクターと中型株 AIC 重決定係数

モデル全体 -6902.206

状態 1 -10007.13 0.734231

状態 2 -9697.856 0.2959767

レジーム考慮しない場合 -6469.9145 0.5807

マクロファクターと小型株 AIC 重決定係数

モデル全体 -6803.413

状態 1 -10022.17 0.5346

状態 2 -9776.41 0.35474

レジーム考慮しない場合 -6492.8213 0.4268

表 6.2 マクロファクターのみの場合のモデルの妥当性

すべてのファクターと TOPIX AIC 重決定係数

モデル全体 -7530.053

状態 1 -10678.35 0.910845

状態 2 -9955.995 0.401439

レジームを考慮しない場合 -6744.3478 0.7579

すべてのファクターと大型株 AIC 重決定係数

モデル全体 -7461.312

状態 1 -10575.51 0.9084874

状態 2 -9940.362 0.3889282

レジームを考慮しない場合 -6700.7565 0.7607

すべてのファクターと中型株 AIC 重決定係数

モデル全体 -6928.516

状態 1 -10030.59 0.7417443

状態 2 -9816.124 0.3963768

レジームを考慮しない場合 -6458.302 0.587

すべてのファクターと小型株 AIC 重決定係数

モデル全体 -6844.287

状態 1 -9740.919 0.5254392

状態 2 -11145.31 0.7824149

レジームを考慮しない場合 -6475.8663 0.4363

表 6.3 すべてのファクターの場合のモデルの妥当性
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レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.000063 0.0002 -0.28 0.7802

長期金利 -0.001327 0.0081 -0.16 0.87

短期金利 -0.000965 0.0005 -1.92 0.0557

為替 0.7647 0.0145 52.76 < 0.0001

レジーム１ μ = −0.00049 σ = 0.000015

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0 0.00013 0.01324 0.9894

長期金利 0.0013 0.00441 0.29791 0.7658

短期金利 -0.0003 0.0003 -0.9636 0.3355

為替 0.8084 0.00839 96.325 0

レジーム 2 μ = −0.00102 σ = 0.00025

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.0005 0.0005 -0.965 0.335

長期金利 -0.0266 0.0262 -1.0166 0.31

短期金利 -0.0038 0.0009 -4.1954 0

為替 0.5683 0.0291 19.5192 0

表 6.4 マクロファクターと TOPIX の分析, μ はレジームの期待収

益率を示し, σ はボラティリティを示す.

レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.00006 0.0002 -0.28 0.7802

長期金利 -0.00133 0.0081 -0.16 0.87

短期金利 -0.00097 0.0005 -1.92 0.0557

為替 0.7647 0.0145 52.76 < 0.0001

レジーム１ μ =-0.0005 σ =0.00002

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 1.68E-06 0.00013 0.0132 0.9894

長期金利 0.0013126 0.00441 0.2979 0.7658

短期金利 -0.000287 0.0003 -0.9636 0.3355

為替 0.8084692 0.00839 96.3252 0

レジーム 2 μ =-0.00114 σ =0.00026

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.0005 0.0005 -0.965 0.3348

長期金利 -0.02659 0.0262 -1.0166 0.31

短期金利 -0.00377 0.0009 -4.1954 < 0.001

為替 0.56833 0.0291 19.5192 0

表 6.5 マクロファクターと大型株の分析
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レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.000168 0.00026 0.64 0.5192

長期金利 -0.003492 0.00939 -0.37 0.7099

短期金利 -0.001105 0.00058 -1.89 0.0585

為替 0.5961 0.0168 35.51 < 0.0001

レジーム１ μ =-0.00006 σ =0.00003

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.0003 0.0002 1.6605 0.0972

長期金利 -0.0054 0.0063 -0.8614 0.3893

短期金利 -0.0007 0.0004 -1.6496 0.0994

為替 0.6108 0.0121 50.5454 0

レジーム 2 μ =-0.0012 σ =0.0003

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.0007 0.00053 -1.3004 0.19378

長期金利 0.0221 0.02514 0.8787 0.3798

短期金利 -0.0035 0.0011 -3.162 0.00162

為替 0.5245 0.0293 17.9016 0

表 6.6 マクロファクターと中型株の分析

レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.00029 0.00026 1.13 0.2579

長期金利 -0.00662 0.00927 -0.71 0.4752

短期金利 -0.00071 0.00058 -1.24 0.2162

為替 0.4333 0.0166 26.12 < 0.0001

レジーム１ μ =0.00018 σ =0.00003

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.00043 0.0002 2.299 0.0217

長期金利 -0.00141 0.0065 -0.2156 0.8293

短期金利 0.00067 0.0004 1.60015 0.1099

為替 0.40077 0.0123 32.5747 0

レジーム 2 μ =-0.00074 σ =0.00018

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.00016 0.00044 -0.36748 0.71334

長期金利 -0.02827 0.01718 -1.6459 0.10012

短期金利 -0.00592 0.00095 -6.2187 < 0.0001

為替 0.52604 0.02511 20.951 0

表 6.7 マクロファクターと小型株の分析
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レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.00002 0.0052 0 0.9964

長期金利 -0.00353 0.0081 -0.44 0.6624

短期金利 -0.00107 0.0005 -2.12 0.0343

為替 0.7654 0.0145 52.64 < 0.0001

前日比日射量 -0.00003 0.0001 -0.25 0.8047

気圧変化度 -0.0805 0.0617 -1.3 0.1926

1 日の気温差 -0.00016 0.0001 -1.56 0.1187

降水量の差 0.00015 0.0001 1.99 0.0472

前日比湿度 0.0011 0.0011 1.02 0.3071

前日比最大瞬間風速 0.00049 0.0005 0.98 0.326

前日比不快指数 -0.00026 0.0058 -0.04 0.9649

月曜日かどうか 0.00062 0.0007 0.86 0.3894

火曜日かどうか -0.00064 0.0007 -0.92 0.3581

木曜日かどうか 0.00041 0.0007 0.58 0.5622

金曜日かどうか 0.00033 0.0007 0.47 0.6373

レジーム１ μ =-0.00048 σ =0.00002

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.00454 0.00294 1.5415 0.1235

長期金利 0.0013 0.00442 0.2927 0.7698

短期金利 -0.00025 0.0003 -0.832296 0.4055

為替 0.80758 0.00848 95.243 0

前日比日射量 -0.00011 0.00007 -1.618 0.106

気圧変化度 -0.02394 0.03604 -0.6641 0.5068

1 日の気温差 -0.00004 0.00006 -0.7481 0.4546

降水量の差 -0.00001 0.00004 -0.3076 0.7585

前日比湿度 -0.00042 0.00063 -0.6645 0.5065

前日比最大瞬間風速 -0.00023 0.00028 -0.8297 0.4069

前日比不快指数 -0.0032 0.00326 -0.9825 0.3261

月曜日かどうか -0.0004 0.00041 -0.9781 0.3283

火曜日かどうか -0.00039 0.0004 -0.9802 0.3272

木曜日かどうか 0.0003 0.00039 0.7604 0.4472

金曜日かどうか 0.00014 0.0004 0.3517 0.7251

レジーム 2 μ =-0.00079 σ =0.00022

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.035598 0.01211 -2.939 0.00337

長期金利 -0.0757 0.02536 -2.9833 0.00293

短期金利 -0.0042 0.00088 -4.7495 < 0.0001

為替 0.6239 0.02954 21.1203 0

前日比日射量 0 0.00022 0.15 0.8808

気圧変化度 -0.1234 0.11983 -1.0301 0.30323

1 日の気温差 -0.0008 0.00025 -3.1755 0.00154

降水量の差 0.001 0.00016 6.0057 0

前日比湿度 0.0073 0.00203 3.5973 0.00034

前日比最大瞬間風速 0.0047 0.00115 4.11 0.00004

前日比不快指数 0.0286 0.01322 2.1659 0.03057

月曜日かどうか 0.0038 0.00165 2.3176 0.02068

火曜日かどうか -0.0016 0.00158 -1.017 0.30941

木曜日かどうか -0.0006 0.00161 -0.3602 0.7188

金曜日かどうか 0.0007 0.00156 0.4763 0.63399

表 6.8 すべてのファクターと TOPIXの分析
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レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.0008 0.0053 -0.16 0.8749

長期金利 -0.0034 0.0082 -0.41 0.6829

短期金利 -0.0011 0.0005 -2.08 0.0375

為替 0.7866 0.0148 53.03 < 0.0001

前日比日射量 0 0.0001 -0.2 0.8445

気圧変化度 -0.0832 0.0629 -1.32 0.1866

1 日の気温差 -0.0002 0.0001 -1.56 0.1182

降水量の差 0.0002 0.0001 2.06 0.0394

前日比湿度 0.001 0.0011 0.93 0.3535

前日比最大瞬間風速 0.0004 0.0005 0.88 0.3794

前日比不快指数 0.0007 0.0059 0.11 0.9092

月曜日かどうか 0.0006 0.0007 0.87 0.3858

火曜日かどうか -0.0006 0.0007 -0.86 0.3888

木曜日かどうか 0.0006 0.0007 0.79 0.4295

金曜日かどうか 0.0003 0.0007 0.36 0.7203

レジーム１ μ =-0.0005 σ =0.000016

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.0038 0.00308 1.2322 0.2182

長期金利 0.00155 0.00463 0.3355 0.7374

短期金利 -0.0002 0.00032 -0.64 0.5223

為替 0.83109 0.00886 93.8069 0

前日比日射量 -0.00012 0.00007 -1.6796 0.0934

気圧変化度 -0.03015 0.03768 -0.8001 0.4239

1 日の気温差 -0.00005 0.00006 -0.8099 0.4182

降水量の差 -0.00001 0.00004 -0.162 0.8714

前日比湿度 -0.00044 0.00066 -0.6677 0.5045

前日比最大瞬間風速 -0.00023 0.00029 -0.7624 0.446

前日比不快指数 -0.00237 0.00341 -0.6948 0.4874

月曜日かどうか -0.00046 0.00043 -1.0802 0.2803

火曜日かどうか -0.00043 0.00041 -1.0264 0.305

木曜日かどうか 0.00041 0.00041 0.9946 0.3202

金曜日かどうか 0.00005 0.00042 0.1151 0.9084

レジーム 2 μ =-0.00076 σ =0.00023

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.03805 0.0124 -3.0689 0.00221

長期金利 -0.08133 0.02645 -3.0745 0.00217

短期金利 -0.00443 0.00089 -4.9544 0.000001

為替 0.62582 0.03054 20.491 0

前日比日射量 0.00015 0.00022 0.6826 0.49502

気圧変化度 -0.09083 0.12245 -0.7418 0.45841

1 日の気温差 -0.00077 0.00026 -2.9786 0.00297

降水量の差 0.00098 0.00017 5.8918 < 0.0001

前日比湿度 0.00773 0.00206 3.7442 0.00019

前日比最大瞬間風速 0.00427 0.00117 3.6396 0.00029

前日比不快指数 0.02975 0.01358 2.1911 0.02869

月曜日かどうか 0.00477 0.00168 2.8322 0.00472

火曜日かどうか -0.0006 0.00162 -0.3724 0.70972

木曜日かどうか 0.00062 0.00166 0.3718 0.71016

金曜日かどうか 0.00132 0.0016 0.8235 0.41041

表 6.9 すべてのファクターと大型株の分析
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レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.0047 0.0061 0.77 0.4418

長期金利 -0.0051 0.0094 -0.55 0.5841

短期金利 -0.0011 0.0006 -1.94 0.0522

為替 0.5959 0.0169 35.36 < 0.0001

前日比日射量 -0.0001 0.0001 -0.62 0.5352

気圧変化度 -0.0495 0.0715 -0.69 0.489

1 日の気温差 -0.0002 0.0001 -1.38 0.1673

降水量の差 0 0.0001 0.51 0.6089

前日比湿度 0.0019 0.0012 1.54 0.1229

前日比最大瞬間風速 0.0007 0.0006 1.27 0.2045

前日比不快指数 -0.0066 0.0067 -0.98 0.3285

月曜日かどうか 0.0012 0.0008 1.48 0.1389

水曜日かどうか 0.0009 0.0008 1.07 0.287

木曜日かどうか 0.0004 0.0008 0.47 0.6373

金曜日かどうか 0.0018 0.0008 2.26 0.0242

レジーム１ μ =-0.00009 σ =0.00003

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.01082 0.00418 2.5852 0.0099

長期金利 -0.00587 0.00628 -0.9357 0.3497

短期金利 -0.0007 0.00041 -1.7057 0.0884

為替 0.61335 0.01213 50.5757 0

前日比日射量 -0.00006 0.0001 -0.6197 0.5356

気圧変化度 -0.02801 0.0516 -0.5428 0.5874

1 日の気温差 -0.00008 0.00008 -0.9194 0.3581

降水量の差 -0.00007 0.00006 -1.1109 0.2669

前日比湿度 -0.00103 0.00091 -1.1324 0.2577

前日比最大瞬間風速 -0.00049 0.0004 -1.2165 0.2241

前日比不快指数 -0.00831 0.00463 -1.7972 0.0726

月曜日かどうか 0.00002 0.00058 0.029 0.9769

水曜日かどうか 0.00007 0.00056 0.1192 0.9052

木曜日かどうか -0.0004 0.00056 -0.7145 0.4751

金曜日かどうか 0.00101 0.00057 1.7795 0.0755

レジーム 2 μ =-0.00053 σ =0.00022

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.03395 0.01182 -2.8729 0.0042

長期金利 -0.0196 0.02269 -0.8639 0.3879

短期金利 -0.00244 0.00103 -2.3673 0.0181

為替 0.55317 0.02768 19.987 < 0.0001

前日比日射量 -0.0005 0.00024 -2.078 0.038

気圧変化度 -0.1473 0.11494 -1.2816 0.2003

1 日の気温差 -0.00069 0.00024 -2.8873 0.004

降水量の差 0.00065 0.00016 4.0836 < 0.0001

前日比湿度 0.00938 0.00196 4.7947 < 0.0001

前日比最大瞬間風速 0.00674 0.00109 6.1648 < 0.0001

前日比不快指数 0.0193 0.01302 1.4825 0.1386

月曜日かどうか 0.00514 0.00164 3.1323 0.0018

水曜日かどうか 0.00548 0.00159 3.4588 0.0006

木曜日かどうか 0.00301 0.00158 1.9121 0.0562

金曜日かどうか 0.00538 0.0015 3.5902 0.0003

表 6.10 すべてのファクターと中型株の分析
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レジームなし

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.00648 0.00597 1.09 0.2782

長期金利 -0.00867 0.00928 -0.93 0.3505

短期金利 -0.00079 0.00058 -1.37 0.1724

為替 0.4355 0.0167 26.08 < 0.0001

前日比日射量 -0.00011 0.00014 -0.84 0.399

気圧変化度 -0.0694 0.0708 -0.98 0.3272

1 日の気温差 -0.00014 0.00012 -1.19 0.2339

降水量の差 0.00002 0.00008 0.19 0.8525

前日比湿度 0.00185 0.00124 1.5 0.1347

前日比最大瞬間風速 0.00048 0.00057 0.84 0.4025

前日比不快指数 -0.00753 0.00664 -1.13 0.257

月曜日かどうか 0.00137 0.00083 1.65 0.0997

火曜日かどうか -0.00056 0.00081 -0.69 0.4907

水曜日かどうか 0.00027 0.00081 0.33 0.7426

金曜日かどうか 0.00127 0.00081 1.57 0.1173

レジーム１ μ =0.00004 σ =0.00004

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 0.01344 0.00468 2.87386 0.00415

長期金利 -0.00947 0.00718 -1.31879 0.18756

短期金利 0.00002 0.00046 0.04534 0.96384

為替 0.42363 0.01346 31.46786 0

前日比日射量 0.00001 0.00011 0.11082 0.91178

気圧変化度 0.053 0.05633 0.94085 0.34703

1 日の気温差 -0.00008 0.00009 -0.83445 0.40424

降水量の差 -0.00002 0.00007 -0.22857 0.81925

前日比湿度 -0.00125 0.00098 -1.27718 0.20186

前日比最大瞬間風速 -0.00059 0.00045 -1.3078 0.19126

前日比不快指数 -0.01154 0.0052 -2.21835 0.02677

月曜日かどうか 0.0014 0.00066 2.13045 0.03339

火曜日かどうか 0.00033 0.00064 0.52347 0.60077

水曜日かどうか 0.00075 0.00063 1.18493 0.23635

金曜日かどうか 0.00073 0.00064 1.14433 0.25278

レジーム 2 μ =0.00013 σ =0.00009

説明変数 係数 標準誤差 t 値 P 値

切片 -0.08424 0.00761 -11.0705 0

長期金利 0.01144 0.01353 0.8453 0.39814

短期金利 -0.00436 0.00071 -6.1584 < 0.001

為替 0.4424 0.01749 25.2877 0

前日比日射量 -0.0006 0.00015 -4.123 < 0.001

気圧変化度 -1.92435 0.08176 -23.5371 0

1 日の気温差 -0.00154 0.00017 -9.2398 0

降水量の差 0.0001 0.0001 0.9926 0.32118

前日比湿度 0.04028 0.00152 26.5421 0

前日比最大瞬間風速 0.00617 0.00067 9.2152 0

前日比不快指数 0.05645 0.0084 6.7191 < 0.001

月曜日かどうか 0.00225 0.00103 2.176 0.02981

火曜日かどうか -0.00495 0.00102 -4.8651 <0.001

水曜日かどうか -0.00435 0.0011 -3.9601 < 0.001

金曜日かどうか 0.01255 0.00106 11.8658 0

表 6.11 すべてのファクターと小型株の分析
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第 7章

資産価格評価法 1: 最適成長

ポートフォリオと資産価格

評価

レジーム・スイッチング資産価格評価モデルによる
J-REITのリスクプレミアム推定

石島博, 早稲田大学ファイナンス研究センター.

高野江里子, 慶應義塾大学政策メディア研究科.

谷山智彦, 慶應義塾大学政策メディア研究科.

JAREFEジャーナル掲載予定.

7.1 概要

本論文は, 複数のレジームが存在する市場において, 最適成長ポートフォ

リオによる資産価格評価モデルを導出し, この理論に基づいて J-REITのリ

スクプレミアムを推定することを目的とする. レジーム・スイッチング・モ
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デルを用いた資産の価格評価モデルでは, 資産価格が従う「観測方程式」と,

レジームが 1次のMarkov過程に従うと仮定した「状態方程式」の 2本の方

程式を記述し, EMアルゴリズムを用いてパラメータを推定する. この推定

結果では, 「配当」「市場環境の変化」「通常期」と考えられるレジームが検

出され, これらの市場状態に応じたリスク・リターン関係が見出された.

7.2 はじめに

2000 年 11 月に施行された改正投資信託法によって, 従来は主に有価証

券のみが運用の対象とされていたものが, それ以外の資産にも投資できる

ようになった. その中でも特に注目されているのが, 主として不動産に投

資する投資信託, すなわち不動産投資信託である. これは, 既に米国では

REIT(Real Estate Investment Trust) という類似した制度が普及している

ことから, それに対して日本版 REIT, 通称「J-REIT」と呼ばれている.

この不動産投資信託は, 米国の不動産投資信託市場では個人が中心的な投

資家であることもあり, 低金利や株式市場の低迷が続く日本市場においても,

個人投資家にとって, 有望な投資先となりつつある. さらに, 不動産市場の関

係者にも, 長らく低迷している不動産取引の活性化策として, 有効な効果を

示しつつある.

しかし, 投資に際しては, J-REITのリスク・リターン構造が, 他の有価証

券とは大きく異なる点に, 十分な注意を払う必要がある. 特に, 不動産投資信

託のリターンの源泉となる賃料は, 景気の状態に左右されることが多く, そ

れを無視して不動産投資信託の分析を正しく行うことは難しい. また景気の

状態だけではなく, 配当支払日後などの「ある特定の状態」によって, そのリ

ターンやリスクは大きく異なる. つまり, 景気の状態や特定の状態に応じて

不動産投資信託のリスク・リターン構造が変化することを考慮し, その投資

評価を行う必要性があると考えられる.



7.2 はじめに 129

そこで本論文は, 市場の見えざる状態を考慮することができるレジーム・

スイッチング・モデルを用いて, 最適成長ポートフォリオによる資産価格評

価モデルを導出し, この理論に基づいて J-REITのリスクプレミアムを推定

する. つまり, 市場の見えざる状態を考慮したリスクプレミアムに着目する

ことにより, 個別の J-REITの特性, さらに J-REIT市場全体の特性を踏ま

えた, J-REITの新たな投資評価手段を提案する.

以下では, 提案するモデルの基礎となる最適成長ポートフォリオの理論と,

レジーム・スイッチング・モデルについて, その背景と概要を簡単に述べる.

最適成長ポートフォリオ

まず, 最適成長ポートフォリオとは, 現時点から有限期末までのポート

フォリオ価値に関する期待成長率を最大化するポートフォリオである. また,

期待成長率はポートフォリオの期待対数収益率, あるいは幾何平均とも解釈

できるため, それぞれ, 対数最適ポートフォリオ, 幾何平均ポートフォリオ

とも呼ばれる. これを最初に提案した Kelly (1956)は, 期待成長率を情報理

論と関連付けて考察し, その後, Cover らにより理論研究が進められてきた

(Cover-Thomas, 1990).

一方, ファイナンスへの応用も繰り返し行なわれており, Hakansson

(1971) や Thorp (1971) らの研究においてその有効性が主張された. 他

方で, 最適成長ポートフォリオは, 対数型の期待効用の最大化だけを考慮し

たものであるから, 一般的な危険回避的な投資家の期待効用を最大化するも

のではないとして, 批判がなされたこともある. しかしながら, Luenberger

(1993)の研究により, 経済学的妥当性を有することが示された.

上記のような動的ポートフォリオ選択を行なう為の一つの妥当な理論的枠

組みだけではなく, 最適成長ポートフォリオは, 資産のフェアーな資産価格

評価を行なうための枠組みでもあることが Long (1990) らの研究により示
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されている. つまり, 最適成長ポートフォリオであるための必要十分条件で

ある, Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件そのものが, 資産価格評価に利用で

きることを示している. より具体的には, この KKT 条件は, ニューメレー

ルとして用いた最適成長ポートフォリオ価値で除した各個別資産の相対価格

が, 資産価格のモデルを記述する確率測度の下でマルチンゲールとなること

を表している. さらに, 市場に裁定機会が存在しないことは,「ニューメレー

ル (価値尺度, あるいはベンチマーク)・ポートフォリオ」としての「最適成

長ポートフォリオ」が存在することと等価であるという定理 (Theorem 1,

Long, 1990)と併せて, 最適成長ポートフォリオを, J-REITを含めた資産の

価格評価に用いることができる.

上記のように緩い仮定の下で導出される, 最適成長ポートフォリオによる

資産価格評価公式は, 投資対象とする資産リストのみから導出されることに

特徴を有する. 各個別資産のリスクプレミアム (期待超過収益率)は, 最適成

長ポートフォリオのリスクプレミアムに比例すると説明される. 従って, 慣

れ親しんだ古典的な資本資産評価モデル (CAPM)とほぼ同様に利用するこ

とができる. 一方で, CAPMでは, その理論上の概念である市場ポートフォ

リオをどのように解釈するか, あるいは, 実証研究を行なう際の適切な代替

資産は何か, といった問題が常に付きまとう. しかし, 最適成長ポートフォリ

オは, 投資対象とする資産リストの収益率に関するヒストリカル・データか

ら具体的に求めることができる. また, 最適成長ポートフォリオを直接的に

求めなくとも, 投資対象とする資産リストのベンチマークを, 最適成長ポー

トフォリオのプロキシーとして用いても良い. 多くの実証研究では, ベンチ

マーク資産の収益率は最適成長ポートフォリオであるための必要十分条件を

満たすことを示しているからである. 例えば, TOPIX 構成銘柄を資産リス

トとすれば, そのベンチマークである TOPIX の収益率は, 最適成長ポート

フォリオの収益率のプロキシーとして用いることができることが報告されて

いる (Roll 1973, Long 1990, Platen 2003).
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レジーム・スイッチング・モデル

本論文では, 最適成長ポートフォリオによる資産価格評価モデルを, レ

ジームを考慮して導出することも目的としている. 「レジーム」とは, 好況・

不況, ブル・ベアといった市場の「見えざる」状態をいう. J-REITは, キャ

ピタルゲインよりもインカムゲインが重要視されることに特徴を持つ資産で

あり, 従って, その配当調整済みの価格に着目した場合, 配当日の事前・事

後や, ニュースなどの要因によってレジームがスイッチするという可能性が

ある. また, J-REIT の価格は, 比較的安定した収益が見込まれる不動産が

組み入れられているため, 株式市場全体の動きとは異なり, J-REIT 市場独

自のレジームを持つ可能性もあるだろう. 例えば, 市況が下がっている場合

にも, J-REITが電力・ガス株のようなディフェンス銘柄として機能してい

るといった想定である. さらには, J-REITの収益の源泉とも言える賃料は,

景気の状態に大きく左右されるということも挙げられる. このような問題意

識に基づいて, J-REIT のリスクプレミアムを適切に推定するため, レジー

ム・スイッチング・モデルを用いて資産価格評価モデルの理論構築を行な

う. ここで, レジーム・スイッチング・モデルとは, 既存の資産価格の時系

列モデルに含まれるパラメータが, レジームに応じてスイッチングすること

を考慮したモデルであり, Hamilton のパイオニア的研究において提案され

た (Hamilton, 1989). その基本的な考え方は, まず, 資産価格の「観測方程

式」を記述することである. つまり, 対数収益率が正規分布に従うという対

数ディフュージョンモデルや, 資産価格を自己回帰過程 (AR)などの既存の

時系列モデルで記述する. その際, 観測方程式のパラメータは, レジームと対

応付けられ, それぞれ異なる値を持つパラメータとしてレジームの数だけ用

意される. そして, 離散時点においてあるレジームが実現したときに, これ

に対応付けられたパラメータが実現すると考える. その結果, パラメータは
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離散時点において, レジームに応じてスイッチングするのである. 一方, レ

ジームは 1次のMarkov過程に従うと仮定し, これを「状態方程式」とする.

すなわち, レジーム・スイッチング・モデルは,「観測方程式」と「状態方程

式」の 2本の方程式によって記述され, またデータからそのパラメータが推

定される. よって, 本モデルは, Kalmanフィルターなどが包含されるいわゆ

る状態空間モデルの一つとみなすことができる. その Hamiltonの研究以降,

本モデルは計量経済学において精力的に研究がなされ, 理論的な拡張や実証

研究への応用を通じてその有効性が示されている.

本論文の構成は以下の通りである. 第 2節では, 最適成長ポートフォリオ

による資産価格評価の理論を概説した後に, レジーム・スイッチングを考慮

した資産価格評価モデルを導出する. 第 3節では, このモデルを記述するパ

ラメータの推定方法を述べる. 第 4節では, 本モデルを J-REITに適用した

場合の実証結果とその考察を報告する. 第 5節に, 結論を述べる.

7.3 モデル

7.3.1 最適成長ポートフォリオによる資産価格評価

1 つの安全資産と n 個の危険資産が, 離散時点 t = 0, 1, . . . , T で取

引されている市場を考える. 時点 t における危険資産の価格を St =

(S1t . . . Sit . . . Snt)
′ と書き, 有限な非負の実現値を取るものと仮定する. 時

点 t − 1 と時点 t で挟まれた時間間隔を期間 t と呼ぶ. その期間 t における

資産のグロスリターン, つまり 1+収益率を, Xt = (X1t . . . Xit . . . Xnt)
′ と

書く. 但し, Xit = Sit/Sit−1 とする. また, 期間 t での安全資産のグロスリ

ターンを xf,t と書く.

投資家は, 各時点 t − 1 において, 期間 t における運用ポートフォリオを

構築する. 但し, 外部とのキャッシュのやりとりは行なわずに, 自己充足的

(self-financing)に, ポートフォリオを構築すると仮定する. ポートフォリオ
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は, その全体の価値に対する各資産への投資金額比率, つまりポートフォリ

オウェイトによって特徴付けられる. 安全資産と危険資産へのポートフォリ

オウェイトをそれぞれ,
{
b0t, bt = (b1t . . . bit . . . bnt)

′} と書く. その実行可

能領域を,

{b0t ∈ R, bt ∈ Rn |b0t + b′t1 = 1} ,

とする. 上記の設定の下で, ポートフォリオ価値 Vt は,

Vt = Vt−1 (b0txf,t + b′tXt) = Vt−1Xt ,

と表せる. 但し,ポートフォリオ価値のグロスリターンをXt
�
= b0txf,t+b′tXt

とおいた. これより, 初期投下資金 V0 を所与とすれば, 期末のポートフォリ

オ価値は,

VT = V0

T∏
t=1

Xt = V0 · e
PT

t=1 log Xt = V0 · elog(VT /V0) ,

と表せる. 最後の等式は VT の自明な恒等式であり, log (VT /V0) は, 投資期

間全体のグロスリターンを表す.

この表現より, 期末のポートフォリオ価値 VT を最大化するためには, 各

期間のポートフォリオの対数リターン log Xt を最大化すればよい. した

がって, 最適成長ポートフォリオを得るためには, 各期間の期首 t − 1 にお

いてポートフォリオの対数リターンの条件付期待値を取り「期待成長率」と

捉え, これを目的関数とする次のような定式化を各期間 t で行なえばよい.

Pt

∣∣∣∣∣∣
maximize

bt

Et−1[log Xt]
�
= Et−1[log (b0txf,t + b′tXt)]

subject to b0t + b′t1 = 1 .

ここに, 問題 Pt の目的関数が凹関数であることから, その Karush-Kuhn-

Tucker (KKT) 条件が, 最適ポートフォリオの「必要十分条件」である

ことに注意する. 問題 Pt の KKT 条件は, 以下の 3 式を満たすような
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{b∗0t, b∗t ; ν∗} となる:

Et−1

[
xf,t

X∗t

]
= 1 , (7.1)

Et−1

[
Xit

X∗t

]
= 1 (i = 1, . . . , n) , (7.2)

ν∗ = 1 . (7.3)

但し, ν∗ ∈ R は Lagrange乗数であり, X∗t = b∗0txf,t + b∗′t Xt である. (7.1)

式, (7.2)式において, X∗t は最適成長ポートフォリオで運用した場合のポー

トフォリオのグロスリターンであり, X∗t = V ∗t /V ∗t−1 と表せる. 同様に,

Xit = Sit/Sit−1 と表せることから, (7.2)式は次のように書き直せる:

Et−1

[
Xit

X∗t

]
= 1 ⇐⇒ Sit−1

V ∗t−1

= Et−1

[
Sit

V ∗t

]
(i = 1, . . . , n) . (7.4)

これは, 最適成長ポートフォリオをニューメレール (価値尺度財)に採った資

産の相対価格が, 確率測度の変換を行なわなくても, マルチンゲールになる

ことを示している. すなわち, 任意の資産の価格評価に利用することができ

ることを示している. (7.4)式より, 次式を得る:

Sit = Et

[(
V ∗T
V ∗t

)−1

SiT

]
= Et

[ (
X∗t+1 · X∗t+2 · . . . · X∗T

)−1 · SiT

]
.(7.5)

(7.5)式は, 任意の資産の現在価格 Sit は, 期末の資産価格 SiT を「最適成長

ポートフォリオのグロスリターンで割引く」ことによって得られることを示

している. さらに, 市場に裁定機会が存在しないことは, 「ニューメレール・

ポートフォリオ」としての「最適成長ポートフォリオ」が存在することと等

価であり, 最適成長ポートフォリオのグロスリターンは唯一であるという定

理 (Theorem 1, Long 1990)と併せて, 最適成長ポートフォリオを, J-REIT

を含めた資産の価格評価に用いることができる.
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7.3.2 レジーム・スイッチング・モデル下での資産価格評価

前節と同様に, 1 つの安全資産と n 個の危険資産が取引されてい

る市場を考える. 離散時点 t (t = 0, 1, . . . , T ) において, 市場には

K 個のレジームが存在すると仮定し, これを Y
�
= {Yt ; t = 0, . . . , T}

と表し, FY
t
�
= σ (Y0, Y1, . . . , Yt) と書く. レジーム Yt の状態空間を

{e1, . . . , ek, . . . , eK} する. ここで, ek ∈ RK (k = 1, . . . , K) は, その第 k

要素の値が 1 であり, それ以外の要素の値が 0 である.

レジーム Yt は, 1 次のMarkov過程に従うとし, 時点 t におけるレジーム

el から, 時点 t + 1 におけるレジーム ek への斉時的な推移確率を要素とす

る推移確率行列を,

P =
(
pkl

)
1≤k,l≤K

=
(
Pr (Yt+1 = ek|Yt = el)

)
1≤k,l≤K

, (7.6)

と表す. ここで, 推移確率 pkl は,

pkl ≥ 0 (k, l = 1, . . . , K),
K∑

k=1

pkl = 1 , (7.7)

を満たす. このとき, レジーム Yt は「状態方程式」として, 以下のように表

現できる:

Yt+1 = PYt + Mt+1 , (7.8)

但し, Mt+1 は FY
t -マルチンゲール増分である.

一方, 時点 t におけるレジーム Yt 所与の下で, 危険資産の対数収益率,

Rlog
t =

(
Rlog

1t . . . Rlog
it . . . Rlog

nt

)′
, は「観測方程式」として, 以下のように記

述されると仮定する:

Rlog
t |Yt = μ(Yt) + Σ(Yt)εt , (7.9)

但し, μ(Yt) =
(
μ1(Yt) . . . μi(Yt) . . . μn(Yt)

)′
はドリフト・パラメータであ

り, キャピタルゲインに関する期待収益率から, 離散時点で行なわれる配
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当支払いを差引いたものを表すと仮定する. Σ(Yt) =
(
σij(Yt)

)
1≤i,j≤n

=(
σ′1(Yt) . . .σ′i(Yt) . . .σ′n(Yt)

)′
はディフュージョン・パラメータである.

εt ∼
I.I.D.

N(0, I) は, 互いに独立で同一な標準正規撹乱項を表す. また,

FR
t
�
=σ

(
Rlog

1 , . . . ,Rlog
t

)
, FR,Y

t
�
=

{FR
t ,FY

t

}
と書く.

ドリフトとディフュージョン・パラメータは, それぞれ以下の状態空間か

ら, レジームに応じた実現値をとるものとする.

{μ(1), . . . ,μ(k), . . . ,μ(K)} , {Σ(1), . . . ,Σ(k), . . . ,Σ(K)} . (7.10)

このとき, 期間 t におけるドリフトとディフュージョン・パラメータは, 時

点 t におけるレジーム Yt 所与の下で, 以下のように与えられるとする:

μ(Yt) =
K∑

k=1

〈Yt, ek〉μ(k) , (7.11)

Σ(Yt) =
K∑

k=1

〈Yt, ek〉Σ(k) . (7.12)

但し, 演算 〈 , 〉 は内積を表す. ここに, (7.9)式は, 資産の対数収益率を特徴

付けるドリフトとディフュージョン・パラメータが, その期間を支配するレ

ジームによりスイッチングするような時系列モデルを表現している.

また, 時点 t におけるレジーム Yt 所与の下で, 安全資産の対数収益率が次

のように記述されると仮定する.

rlog
t |Yt = rf (Yt) . (7.13)

ここで, 安全利子率は以下の状態空間より, レジームに応じた実現値をとる

と考える.

{rf (1), . . . , rf (k), . . . , rf (K)} . (7.14)

このとき, 期間 t における安全利子率は, 時点 t におけるレジーム Yt 所与の

下で, 以下のように与えられるとする.

rf (Yt) =
K∑

k=1

〈Yt, ek〉 rf (k) . (7.15)
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(7.15)式は, 安全利子率がその期間を支配するレジームによりスイッチング

することを意味する.

対数線形近似 (Campbell-Viceira, 2002) より, 安全資産と危険資産の対

数収益率は通常収益率を用いて, それぞれ以下のように表すことができる:

rlog
t |Yt = rt|Yt , (7.16)

Rlog
t = Rt|Yt − 1

2
λ(Yt) . (7.17)

ここで, λi(Yt)
�
= σi(Yt)σ′i(Yt)と略記し, λ(Yt) =

(
λ1(Yt) . . . λi(Yt) . . . λn(Yt)

)′
と書いた.

上記の設定の下で, 1 個の安全資産と n 個の危険資産よりポートフォ

リオを構築する. 時点 t − 1 で行なうリバランス後の安全資産と危険資

産への投資金額比率, すなわちポートフォリオ・ウェイトを {b0t, bt =

(b1t . . . bit . . . bnt)′} と書く. このとき, 時点 t におけるレジームが所与の下

で, 期間 t におけるポートフォリオ全体の通常収益率は, 次のように表すこ

とができる.

R̃t|Yt = b0t(rt|Yt) + b′t(Rt|Yt) . (7.18)

対数線形近似より, その対数収益率は,

R̃log
t |Yt = R̃t|Yt − 1

2
b′tΛ(Yt)bt , (7.19)

但し, Λ(Yt) = Σ(Yt)Σ′(Yt) と略記する. (7.19)式に, (7.18), (7.16), (7.17)

式を代入すると,

R̃log
t |Yt = μP (b0t, bt; Yt) + b′tΣ(Yt)εt . (7.20)

ここで,

μP (b0t, bt; Yt)
�
= b0trf (Yt) + b′tμ(Yt) − 1

2
b′tΛ(Yt)bt +

1
2
b′tλ(Yt) ,(7.21)

とおいた. さらに,

μP (b0t, bt) =
(

μP (b0t, bt; e1) . . . μP (b0t, bt; ek) . . . μP (b0t, bt; eK)
)

,
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とおけば,

μP (b0t, bt; Yt) = μP (b0t, bt) Yt , (7.22)

と書ける. ところで, 投資期間全体のポートフォリオに関するグロスリター

ンは,

log
(

VT

V0

)
=

T∑
t=1

log
(

Vt

Vt−1

)
=

T∑
t=1

R̃log
t ,

である. ただし, R̃log
t = log (Vt/Vt−1) であることに注意する.

資産価格評価公式 1: レジーム条件下

レジーム条件下で, 投資期間全体のグロスリターンの期待値は, 繰り返し

期待値の公式を利用して,

E

[
log

(
VT

V0

) ∣∣∣∣FR
0 ,FY

T

]
=

T∑
t=1

E

[
R̃log

t

∣∣∣∣FR
0 ,FY

T

]
=

T∑
t=1

μP (b0t, bt; Yt) .

したがって, レジーム条件下で期待成長率を最大化するためには, 各期間 t

において, 以下の問題の解として与えられる最適成長ポートフォリオを用い

れば良いことになる.

P(Yt)

∣∣∣∣∣∣∣∣
maximize
{b0t,bt}

μP (b0t, bt; Yt)

= b0trf (Yt) + b′tμ(Yt) − 1
2b′tΛ(Yt)bt + 1

2b′tλ(Yt)
subject to b0t + b′t1 = 1 .

(7.23)

問題 P(Yt) に対する KKT条件は, 次のように与えられる.

Λ(Yt)b∗t = μ(Yt) − rf (Yt)1 +
1
2
λ(Yt) , (7.24)

b∗0t + b∗′t 1 = 1 . (7.25)

ところで, レジーム条件下で, 危険資産の対数収益率と最適成長ポートフォ

リオの対数収益率の共分散は,

Cov
(

Rlog
t , R̃log ∗

t

∣∣∣∣FR
t−1,FY

T

)
= Cov

(
μ(Yt) + Σ(Yt)εt, μP (b∗0t, b

∗
t ; Yt) + b∗′t Σ(Yt)εt

∣∣∣∣FR
t−1, Yt

)
= Σ(Yt)Σ′(Yt)b∗t = Λ(Yt)b∗t . (7.26)
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(7.24)式と (7.26)式を等号して,

μ(Yt) − rf (Yt)1 +
1
2
λ(Yt) = Covt−1

(
Rlog

t , R̃log ∗
t

∣∣∣∣Yt

)
,

あるいは, μi(Yt) − rf (Yt) +
1
2
λi(Yt) = Covt−1

(
Rlog

it , R̃log ∗
t

∣∣∣∣Yt

)
.(7.27)

(7.27)式は, 最適成長ポートフォリオ i = G 自身にも成立するので,

μG(Yt) − rf (Yt) +
1
2
λG(Yt) = Vt−1

[
R̃log ∗

t

∣∣∣∣Yt

]
. (7.28)

(7.27)式, (7.28)式より,

μi(Yt) − rf (Yt) +
1
2
λi(Yt) =

Covt−1

(
Rlog

it , R̃log ∗
t

∣∣∣∣Yt

)
Vt−1

[
R̃log ∗

t

∣∣∣∣Yt

] · Vt−1

[
R̃log ∗

t

∣∣∣∣Yt

]

= βi(Yt)
(

μG(Yt) − rf (Yt) +
1
2
λG(Yt)

)
.(7.29)

ここで,

βi(Yt)
�
=

Covt−1

(
Rlog

it , R̃log ∗
t

∣∣∣∣Yt

)
Vt−1

[
R̃log ∗

t

∣∣∣∣Yt

] , (7.30)

と定義した. また, 両辺に現われる 1
2λ は対数線形近似による Jensenの項を

表す. (7.29)式は, Yt = ek のとき,

μi(k) +
1
2
λi(k) − rf (k) = βi(k)

(
μG(k) +

1
2
λG(k) − rf (k)

)
(k = 1, . . . , K) ,(7.31)

と書ける. これは, レジーム Yt が観測されている状況下であれば, レジーム

数 K 個だけの線形関係が, 各資産の期待超過収益率と最適成長ポートフォ

リオの期待超過収益率との間に存在することを意味している. さらに, (7.16)

式, (7.17)式より,

rf (Yt) = rt|Yt ,

μi(Yt) +
1
2
λi(Yt) = Et−1 [Rit|Yt] ,

μG(Yt) +
1
2
λG(Yt) = Et−1 [RGt|Yt] ,
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であるから, (7.29)式は次のように書きなおせる.

Et−1 [Rit|Yt] − (rf |Yt) = βi(Yt)
(

Et−1 [RGt|Yt] − (rf |Yt)
)

. (7.32)

(7.31)式と (7.32)式より, (7.29)式は次のように解釈できる:

「レジームに応じて, 個別資産と最適成長ポートフォリオのリスクプレミア

ムはスイッチングする. そのスイッチングするレジーム下で, 個別資産のリ

スクプレミアムは最適成長ポートフォリオのリスクプレミアムに比例し, そ

の度合いは『スイッチング・ベータ βi(Yt)』によって捉えることができる」

資産価格評価公式 2: 無条件下

投資期間全体のポートフォリオに関するグロスリターンの「無条件下」で

の期待値は, 繰り返し期待値の公式を利用して,

E

[
log

(
VT

V0

) ∣∣∣∣FR,Y
0

]
=

T∑
t=1

E

[
R̃log

t

∣∣∣∣FR,Y
0

]
=

T∑
t=1

μP (b0t, bt)ξt|t−1 .

但し, ξt|t−1
�
= E

[
Yt

∣∣∣∣Yt−1

]
=

(
Pr(Yt = e1|Yt−1) . . .Pr(Yt = eK |Yt−1)

)′
とおいた.

従って, 期待成長率を最大化するためには, 各期間 t において, 以下の問題

の解として与えられる最適成長ポートフォリオを用いればよいことになる:

Pt

∣∣∣∣∣∣
maximize
{b0t,bt}

μP (b0t, bt)ξt|t−1

subject to b0t + b′t1 = 1 .
(7.33)

問題 Pt に対する KKT条件は,

( K∑
k=1

ξk,t|t−1Λ(k)
)

b∗t =
K∑

k=1

ξk,t|t−1

[
(μ(k) − rf (k)1) +

1
2
λ(k)

]
,(7.34)

b∗0t + b∗′t 1 = 1 . (7.35)

ところで, 危険資産の対数収益率と最適成長ポートフォリオの対数収益率の
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共分散は, (7.26)式を用いて,

Cov
(

Rlog
t , R̃log ∗

t

∣∣∣∣FR,Y
t−1

)
= E

[
Cov

(
Rlog

t , R̃log ∗
t

∣∣∣∣Yt, FR,Y
t−1

)∣∣∣∣FR,Y
t−1

]

=
K∑

k=1

E

[
〈Yt, ek〉

∣∣∣∣Yt−1

]
Λ(k)b∗t =

( K∑
k=1

ξk,t|t−1Λ(k)
)

b∗t . (7.36)

(7.34)式と (7.36)式を等号すれば, 以下の関係式が成立する.

K∑
k=1

ξk,t|t−1

[
μ(k) − rf (k)1 +

1
2
λ(k)

]
= Covt−1

(
Rlog

t , R̃log ∗
t

)

あるいは,
K∑

k=1

ξk,t|t−1

[
μi(k) − rf (k) +

1
2
λi(k)

]
= Covt−1

(
Rlog

it , R̃log ∗
t

)
.(7.37)

(7.37)式は, 最適成長ポートフォリオ i = G 自身にも成立するので,

K∑
k=1

ξk,t|t−1

[
μG(k) − rf (k) +

1
2
λG(k)

]
= Vt−1

[
R̃log ∗

t

]
. (7.38)

(7.37)式, (7.38)式より,

K∑
k=1

ξk,t|t−1

[
μi(k) − rf (k) +

1
2
λi(k)

]
=

Covt−1

(
Rlog

it , R̃log ∗
t

)
Vt−1

[
R̃log ∗

t

] · Vt−1

[
R̃log ∗

t

]

= βi

K∑
k=1

ξk,t|t−1

[
μG(k) − rf (k) +

1
2
λG(k)

]
. (7.39)

但し, βi
�
= Covt−1

(
Rlog

it , R̃log ∗
t

)
/Vt−1

[
R̃log ∗

t

]
とおいた. (7.39) 式は, レ

ジーム Yt が観測できない場合の最適成長ポートフォリオによる価格評価公

式を表している. すなわち,「加重平均された各資産のリスクプレミアム (期

待超過収益率) は, 加重平均された最適成長ポートフォリオのリスクプレミ

アムと一定の線形の関係を有する. 但し, 加重平均はレジームの滞留確率で

行なわれる」ということを意味している. なお, 両辺に現れる 1
2λ は対数線

形近似による Jensenの項を表す.
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(7.29)式とは異なり, (7.39)式は, 現時点 t においてレジーム Yt が観測さ

れて「いない」状況下であれば, 通常の CAPMと同様に, 各資産の期待超過

収益率と最適成長ポートフォリオの期待超過収益率との線形関係が 1 つし

かない事を意味している.

J-REITなどの資産のリスクプレミアムを求める場合に, (7.29)式, (7.39)

式で示される, レジーム・スイッチングを考慮した資産価格評価公式を用い

ることには, 以下の特徴やメリットがあると考えられる;

• 投資対象リストに挙げられた資産と, それより構築される最適成長

ポートフォリオとのリスクプレミアムの関係を示した, 実行可能な公

式であることに特徴を有する. 一方で, CAPMは理論上の概念である

市場ポートフォリオと個別資産とのリスクプレミアムの関係を示した

理論上の公式である.

• 実用に際して, 最適成長ポートフォリオは SPOPスキーム (Ishijima-

Shirakawa, 2000) により構築して用いても良いし, そのプロキシー

としてベンチマーク・インデックス (S & P 500, DJIAなど)や均等

ポートフォリオでさえも良い (Roll 1973, Long 1990, Platen 2003な

どの実証・理論研究を参考にされたい).

• レジームを推定する作業は, 非常に大変である. 特に, 資産数が増える

ほど, 資産間で共通するレジームを推定するのは難しい. その点, 導出

された公式は個別資産と最適成長ポートフォリオという 2 資産に共

通するレジームを推定すれば良い. これは, 次節で述べる推定法によ

り簡便に行なえる.
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7.4 EMアルゴリズムによるモデルの推定方法

(7.32)式に基づき, 推定するモデルを次のように表す.

Rit|Yt − rt|Yt = αi(Yt) + βi(Yt)
(

RGt|Yt − rt|Yt

)
+ γi(Yt)ηt ,(7.40)

但し, ηt ∼
I.I.D.

N(0, 1) とする. (7.32)式によれば, αi(Yt) は理論上ゼロであ

り, CAPMでの Jensenのアルファに相当する. 推定の結果, αi(Yt)が正の

値をとれば, 資産 i はリスク以上のプレミアムが獲得できることを意味する.

逆に, αi(Yt)が負の値をとれば, 資産 i はリスクに見合ったリターンが得ら

れないことを意味する. 以下では, (7.40)式を以下のように略記する:

Rt = β′(Yt)Zt + γ(Yt)ηt , (7.41)

但し, β(Yt) =
(

αi(Yt) βi(Yt)
)′

, Zt =
(

1 RGt

)′
とおいた. ここで, Rt

は個別資産の超過収益率, RGt は最適成長ポートフォリオの超過収益率を

表す.

パラメータ Θ の推定は, いわゆる「EM アルゴリズム」に基づいて行な

う. このアルゴリズムでは, 初期値 Θ(0) を適当に与えた上で, 「E-ステップ

(Expectation Step)」と「M-ステップ (Maximization Step)」から成るイテ

レーション (j = 1, 2, . . .) を交互に行なう. イテレーション j はパラメータ

の推定値 Θ(j−1) を, より良い推定値 Θ(j) に更新する. つまり, E-ステッ

プと M-ステップから成るイテレーションは, 単調に尤度関数を大きくして

いく.

そこで, パラメータの推定値が更新されなくなるまでイテレーション

を繰り返し, Θ(J−1) ≈ Θ(J) となったときに, パラメータ Θ の推定値を

Θ̂ = Θ(J) とするのである.

以下には, 必要な準備である「準尤度関数」「レジーム更新式」「尤度関数,

対数尤度関数」について言及した後に, 提案するモデルのパラメータを推定
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するのに用いた EMアルゴリズムについて述べる.

7.4.1 準対数尤度関数

Rt = σ (R1, . . . , Rt), Yt = σ (Y1, . . . , Yt) と書く. このとき準尤度関数

(quasi-likelihood function)は,

f(RT ;Θ) = f(RT , RT−1;Θ) =
T∏

t=1

f (Rt |Rt−1;Θ )

=
T∏

t=1

K∑
k=1

Pr (Yt = ek, Rt |Rt−1;Θ )

=
T∏

t=1

η′tξt|t−1 =
T∏

t=1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

)
. (7.42)

但し,
⊙
は, ベクトルの要素毎の掛け算を行なう演算子である. また,

ηk,t
�
= f (Rt |Yt = ek, Rt−1;Θ ) (7.43)

ξk,t|t−1
�
= Pr (Yt = ek |Rt−1;Θ ) , (7.44)

とおいた. それぞれ, 「レジーム条件付密度関数」, 「レジーム滞留確率 (プ

レディクター)」と呼ぶ.

7.4.2 レジーム更新式: フィルター, プレディクター, スムー

ザー

Hamilton (1994) の結果を引用すれば, EMアルゴリズムにおいて用いら

れる「レジーム更新式」は次のように纏められる:

ξt|t =
ηt

⊙
ξt|t−1

1′
(
ηt

⊙
ξt|t−1

) , (7.45)

ξt+1|t = Pξt|t , (7.46)

ξt|T = ξt|t 

{
P′ · [ξt+1|T (÷)ξt+1|t

]}
. (7.47)

但し, (÷) はベクトルの要素毎の割り算を行なう演算子である.
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ここに, (7.45), (7.46) 式における, ξt|t を「フィルター (filter)」, ξt|t−1

を「プレディクター (predictor)」と呼ぶ. 両者はいずれも t 時点での「レ

ジーム滞留確率」を表すが, 前者は t 時点までの情報を用いて, 後者は t − 1

時点までの情報を用いている点が異なる.

一方, 推定のために用いることができる T 時点までの全データを用い

てレジーム滞留確率を計算することも可能である. これは「スムーザー

(smoother)」と呼ばれ, Kim (1993) によって提案された計算方法により,

(7.47)式のように求めることができる.

7.4.3 尤度関数と対数尤度関数

準尤度関数 f(RT ; Θ) に加えて, 通常の尤度関数 f(RT , YT ; Θ)を考

える. 尤度関数最大化は、準尤度関数最大化することと等価だからである

(Hamilton, 1990). この尤度関数は次のように表すことができる:

f(RT , YT ;Θ)

= f (R1, Y1 |R0, Y0;Θ )
T∏

t=2

f (Rt, Yt |Rt−1, Yt−1;Θ )

=
K∑

k=1

I1(k) Pr (Y1 = ek |F0;Θ ) f (R1 |Y1 = ek;Θ )

×
T∏

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) f (Rt |Yt = ek;Θ ) .

ここで, It(k)
�
= 〈Yt, ek〉 (t = 1, . . . , T ) と書いた (演算 〈 , 〉 は内積を表す).

これより対数尤度関数は,

log f(RT , YT ;Θ)

=
T∑

t=1

K∑
k=1

It(k) log f (Rt |Yt = ek;Θ ) +
K∑

k=1

I1(k) log Pr (Y1 = ek |F0;Θ )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

It−1(l)It(k) log Pr (Yt = ek |Yt−1 = el;Θ ) . (7.48)
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上に述べた「準尤度関数」「レジーム更新式」「尤度関数, 対数尤度関数」を

用いて, イテレーション j + 1 における, E-ステップとM-ステップの詳細に

ついて述べる.

7.4.4 E-ステップ

(7.48)式で表される対数尤度関数 log f(RT , YT ; Θ(j+1)) を特定するパ

ラメータ Θ(j+1) ではなく, これとは別のパラメータ Θ(j) で特定される測

度下で, 観測値 RT を条件として, この対数尤度関数の期待値をとる. これ

を, 「Q関数」と定義する:

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )
�
= EΘ(j)

[
log f(RT , YT ; Θ(j+1)) |RT

]
.

このとき, Q関数は次のように書き直すことができる:

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ) =
T∑

t=1

K∑
k=1

ξ
(j)
k,t|T log f

(
Rt

∣∣∣Yt = ek;Θ(j+1)
)

+
K∑

k=1

ξ
(j)
k,1|T log Pr(Y1 = ek

∣∣∣F0;Θ(j+1) )

+
T∑

t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

ξ
(j)
kl,t|T log Pr(Yt = ek|Yt−1 = el;Θ(j+1)) .(7.49)

ここで, ξ
(j)
k,t|T = Pr(Yt = ek|RT ;Θ(j)) , ξ

(j)
k,1|T = Pr(Y1 =

ek|RT ;Θ(j)) , ξ
(j)
kl,t|T = Pr(Yt−1 = el, Yt = ek|RT ;Θ(j)) と書

いた.

本論文で提案するモデルは (7.41)式のように記述されるので, その対数密

度関数は,

log f
(
Rt

∣∣∣Yt = ek;Θ(j+1)
)

= −1
2

[
log 2π + 2 log γ(j+1)(k) +

(
Rt − β′(j+1)(k)Zt

)2(
γ(j+1)(k)

)2

]
,

と書ける. ρ
(j+1)
k = Pr(Y1 = ek

∣∣F0;Θ(j+1) ), p
(j+1)
kl = Pr(Yt = ek|Yt−1 =
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el;Θ(j+1)) と共に, (7.49)式に代入して, Q関数を求めると,

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ) = −1
2

T∑
t=1

K∑
k=1

ξ
(j)
k,t|T

[
log 2π + 2 log γ(j+1)(k) +

(
Rt − β′(j+1)(k)Zt

)2

2
(
γ(j+1)(k)

)2

]

+
K∑

k=1

ξ
(j)
k,1|T log ρ

(j+1)
k +

T∑
t=2

K∑
k=1

K∑
l=1

ξ
(j)
kl,t|T log p

(j+1)
kl . (7.50)

7.4.5 M-ステップ

イテレーション j + 1 のM-ステップでは, E-ステップにおいて求めた Q

関数 Q(Θ(j+1);Θ(j), RT ) を, 推移確率, 及び初期レジーム滞留確率に関す

る制約下で, Θ(j+1) に関して最大化する. (7.49)式, あるいはモデルを特定

化した (7.50) 式で表される Q 関数を目的関数として, 次のように定式化さ

れる:

P(j+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
Θ(j+1)

Q(Θ(j+1);Θ(j), RT )

subject to
K∑

k=1

p
(j+1)
kl = 1 (l = 1, . . . , K) ,

K∑
k=1

ρ
(j+1)
k = 1 .

(7.51)

問題 P(j+1) について, 推移確率行列 p
(j+1)
kl に関する KKT条件より,

p
(j+1)
kl =

T∑
t=2

Pr
(
Yt−1 = el, Yt = ek

∣∣∣YT ;Θ(j)
)

T∑
t=2

Pr
(
Yt−1 = el

∣∣∣YT ;Θ(j)
) . (7.52)

初期レジーム滞留確率 ρ
(j+1)
k に関する KKT条件より,

ρ
(j+1)
k =

ξ
(j)
k,1|T

T∑
k=1

ξ
(j)
k,1|T

. (7.53)
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β(j+1)(k) に関する KKT条件より,

β(j+1)(k) =

(
T∑

t=1

ξ
(j)
k,t|T ZtZ

′
t

)−1 (
T∑

t=1

ξ
(j)
k,t|T RtZt

)
. (7.54)

γ(j+1)(k) に関する KKT条件より,

(
γ(j+1)(k)

)2

=
1

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T

T∑
t=1

ξ
(j)
k,t|T

(
Rt − β(j+1)′(k)Zt

)2

. (7.55)

7.5 実証分析

本節では,前節までに導出したレジーム・スイッチング・モデルを用いた

最適成長ポートフォリオによる資産価格評価モデルを, J-REITを対象に実

証し,そのリスクプレミアムを推定する.

個別の不動産投資信託のリスクプレミアムを推定する際に, 利用する最適

成長ポートフォリオのプロキシーとして, ベンチマーク・インデックスを利

用し, ここでは東証 REIT指数と TOPIXの 2つを用いた. これは, J-REIT

市場から見た場合と, 市場全体から見た場合という, 視点を変えた 2 通り

の分析を行い, それぞれの不動産投資信託の銘柄が, J-REIT 市場の中では

どのような商品特性を持ち, また, 市場全体から見た場合ではどのような商

品特性を持つのか, 幅広い視点から不動産投資信託の商品特性を把握する

ためである. また, 個別の不動産投資信託として, 日本ビルファンド投資法

人 (NBF), ジャパンリアルエステイト投資法人 (JRE), 日本プライムリアル

ティ投資法人 (JPR), 日本リテールファンド投資法人 (JRF), オリックス不

動産投資法人 (OJR), プレミア投資法人 (PIC)の 6つの J-REITを対象と

した.
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7.5.1 東証 REIT指数と個別 REIT銘柄の分析

まず, ベンチマーク・インデックスを東証 REIT指数とした場合の, それ

ぞれの J-REITのリスクプレミアムを推定した. 東証 REIT指数とは, 2003

年 4月から東京証券取引所が算出・公表しているインデックスであり, これ

は, TOPIX と同様の算出手法により, 東証に上場している REIT 全銘柄を

対象とした時価総額平均加重の指数である. また, 対象期間は, 2003年 4月

から 2003年 11月までの日次とし, 利用した J-REIT銘柄の価格データは配

当調整済みのものを用いた.

レジームを考慮しない場合のリスクプレミアム

まずは, 東証 REIT指数をベンチマーク・インデックスとして東証 REIT

指数を構成する個別銘柄との通常 βi を求めた. 表 7.3は, レジームを考慮し

ない場合の推定されたパラメータを示す.

表 7.3 から, (A) リスクプレミアム β が 1 よりも大きいもの, (B) リスク

プレミアム β が 1よりも小さいもの, という 2つのグループに分けることが

できる. つまり, 以下の表 7.1のようになる.

表 7.1 レジームを考慮しない場合の各 REIT銘柄のリスクプレミア

ムによるグループ分け. 時価総額の単位は, 百万円.

グループ A グループ B

銘柄名 時価総額 β 銘柄名 時価総額 β

リアルエステイト (JRE) 174,208 1.2149 日本リテール (JRF) 104,616 0.9082

プライムリアルティ (JPR) 114,810 1.1324 オリックス (OJR) 90,492 0.5188

ビルファンド (NBF) 193,683 1.1130 プレミア (PIC) 39,474 0.3854
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この表 7.1と, 各ファンドの運用対象から, グループ Aでは時価総額が大

きく, また運用対象としてオフィスを中心としている銘柄が含まれており,

グループ Bでは時価総額が小さく, 運用対象としてオフィスが中心ではない

銘柄が含まれていることが分かる. ただし, 東証 REIT指数そのものが時価

総額を基準に加重平均している指数であるため, 時価総額が大きな銘柄の方

が東証 REIT指数との相関が高いため, リスクプレミアムも高くなる.

レジームを考慮した場合のリスクプレミアム

J-REIT市場の背後に市場の「見えざる」状態が存在すると仮定し, ベン

チマーク・インデックスを東証 REIT 指数とした場合の個別 J-REIT 銘柄

のレジームを推定した結果を, 図 7.1に示す.

この図 7.1からは, J-REIT市場におけるレジームの解釈として, 影の付い

ている期間を表すレジーム 1は,「配当に関連した状態」と,「市場環境が変

化した状態」を示していると考えることができる. 配当に関連しない時期に

レジーム 1が観測されている 5月中旬～6月中旬は, イラク戦争終結宣言や

外国人投資家による日本株買いが活発化し, 市場に大きなインパクトを与え

た時期であり, その影響が J-REITにも何らかの影響を与えたと見ることが

できる. レジーム 2は, レジーム 1以外の期間である.

レジームを考慮した個別銘柄の推定されたパラメータを, 表 7.4に示した.

以下の表 7.2は, レジームを考慮しない場合と考慮した場合の β の値をまと

めたものである.

この表 7.2 から, 先ほどグループ分けしたグループ B の特徴として, レ

ジーム毎の β に大きな差が出ることが挙げられる. レジーム毎のリスクプレ

ミアムを比較したグラフを, グループ Bの 1つに含まれる日本リテールファ

ンド投資法人を例に, 図 7.2に示した. また, 比較のために, グループ Aに含

まれる日本ビルファンド投資法人のグラフも共に示している. また, 価格推

移と収益率のグラフを, 日本ビルファンド投資法人については図 7.4 に, 日
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表 7.2 レジームを考慮した場合の各 REIT銘柄のリスクプレミアム

によるグループ分け. 括弧内はグループ.

銘柄名 レジームなし レジームあり

レジーム 1 レジーム 2

(A)リアルエステイト (JRE) 1.2149 1.2531 1.1729

(A)プライムリアルティ (JPR) 1.1324 1.1748 1.0426

(A)ビルファンド (NBF) 1.1130 1.1470 0.9299

(B)日本リテール (JRF) 0.9082 1.2454 0.5422

(B)オリックス (OJR) 0.5188 0.7916 0.3693

(B)プレミア (PIC) 0.3854 0.1087 0.3857

本リテールファンド投資法人については図 7.5に示した. これらのグラフか

ら, グループ Bの場合, 直線の傾きを表す β の値が, レジームを考慮するこ

とによって, 変化することが見られる.

そもそもグループ Bとは, レジームを考慮しない場合の β が 1よりも小さ

い銘柄のグループであり, 時価総額が小さく, 運用対象としてオフィスが中

心ではない銘柄である. 市場の背後にある状態によって, これらの銘柄のリ

スクプレミアムが大きく異なるのは注目すべき点と言える. つまり, オフィ

ス中心のグループ Aでは, 背後にある市場環境によって, その収益の源泉と

なるオフィス賃料が大きく左右されることは少なく, むしろ, グループ Bの

中心的な投資対象であるオフィス以外の商業施設やホテル, 住居などのテナ

ント料や賃料の方が, 市場の背後にある見えざる状態に影響を強く受けるこ

とが見受けられる.

また, グループ A, Bともに見られる共通点として, 以下の点を挙げること

ができる.
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• レジーム 1では β が大きく, かつ R2 が低い.

• レジーム 2では β が小さく, かつ R2 が高い.

まず, レジーム 1とは,「配当の影響を受ける状態」と「市場環境が変化し

た状態」であることは, 既に示した. このレジーム 1においては, 推定された

β, つまりリスクプレミアムが高いことが分かる. また, 同時に R2 が低くな

ることから, 本モデル自体に対する信頼性も低くなっており, 相対的に, β が

示す以上にリスクの高い状態であると判断することができる. この R2 が低

くなっている原因としては, レジーム 1の特徴に, 配当と市場環境の変化と

いうファクターが混在していることが挙げられる. つまり, 今回の分析では

見出すことはできなかったが, 状態数を 3とし, それぞれのレジームが「配

当」「市場環境」「それ以外」という 3つのレジームを検出することができれ

ば, 本モデルの説明力は高くなる可能性がある. その理由として, 日本リテー

ルファンド投資法人は, レジーム 1の特徴として挙げた「β が大きく, R2 が

低い」ケースの例外であり,「β が大きく, かつ R2」も高い. ここで, それぞ

れの J-REIT 銘柄のレジーム転換点と配当支払日を示した図 7.1 を見ると,

日本リテールファンド投資法人は, 5 月～6 月の市場環境が変化した影響を

あまり受けておらず, 純粋に配当だけの影響を強く受けているということが

分かる. このことから, 現在の 2状態モデルからさらに状態数を増やし, 3状

態で考えると, モデル精度が高くなる可能性があると言える.

次に, レジーム 2とは, 配当に関連のない状態であり, β の値が小さいこと

から, リスクが低い状態として考えることができる. また, 同時にモデルの信

頼性と解釈できる R2 が高いことは, レジーム 1 と比較して, β が示す以上

の「安心感」がある状態であると判断できる.

また, レジームを考慮しない場合の AIC の値と, レジームを考慮した場合

の AIC の値を比較すると, レジームを考慮した場合の AIC の値の方が小

さいことから, J-REIT 市場の背後には, 配当や市場環境の変化などに影響
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を受ける見えざる状態が存在し, それを考慮してリスクプレミアムを推定す

る方が良いことが分かる.

7.5.2 TOPIXと個別 J-REIT銘柄の分析

ここでは, 最適成長ポートフォリオのプロキシーとなるベンチマーク・イ

ンデックスを TOPIXとし, 市場全体から見た個別 J-REIT銘柄のリスクプ

レミアムを推定した. つまり, 市場全体から見た個別の J-REIT銘柄を分析

の対象とする. また, 対象期間は, 2003年 1月から 2003年 11月までの日次

である.

レジームを考慮しない場合のリスクプレミアム

まずは, TOPIXをベンチマーク・インデックスとし, 個別 J-REIT銘柄と

の通常 βi を求めた. 表 7.5は, レジームを考慮しない場合の推定されたパラ

メータを示す.

この表 7.5から, α, β の p値が, どの銘柄についても有意ではないことか

ら, レジームを考慮しない場合の CAPM流の価格評価公式は, J-REIT銘柄

に対しては有効ではないと判断される. つまり, レジームを考慮しない場合

では, CAPM 流の価格評価公式を用いて J-REIT 銘柄の評価を行うことは

できない.

レジームを考慮した場合のリスクプレミアム

J-REIT市場の背後に市場の「見えざる」状態が存在すると仮定し, ベン

チマーク・インデックスを TOPIXとした場合の個別 J-REIT銘柄のレジー

ムを推定した結果を, 図 7.3に示す.

この図 7.3 からは, 市場全体から見たレジームの解釈として, 影の付いて

いる期間を表すレジーム 1は, 「配当に関連した状態」と, 「市場環境が変

化した状態」を示していると考えることができる. 5月中旬～6月中旬にレ
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ジーム 1が観測されるのは, 先に述べた理由が考えられる. 1月にレジーム

1が集中している状況は, 日本ビルファンド投資法人と日本プライムリアル

ティ投資法人は, 12月末の配当の影響と考えられるが, それ以外のジャパン

リアルエステイト投資法人, 日本リテールファンド投資法人, オリックス不

動産投資法人については, イラク戦争などによる市場環境の変化が要因と考

えられる. つまり, 1月にレジーム 1に滞留していないプレミア投資法人以

外は, 配当や市場環境の変化などによって, レジームの変化が起こっている

と考えることができる. レジーム 2は, レジーム 1以外の期間である.

また, レジームを考慮した個別銘柄の推定されたパラメータを表 7.6に示

した. まず, レジーム 1は, αが日本ビルファンド投資法人を除いてどの銘柄

も負の値となり, かつ, その p値は日本リテールファンド投資法人以外で有

意となる. β の値を見ると, レジーム 2 と比較して大きく, 特にグループ B

ではいずれの銘柄も 10%水準で p値が有意となる.

次に, レジーム 2は, ジャパンリアルエステイト投資法人以外の銘柄で, β

の値は有意ではないものの, α の値が正で有意であることから, レジーム 1

を表す配当や市場環境の変化を除く期間においては, 常にリスク以上に一定

のリターンを得られることになる.

以上の結果より, 特にグループ Bに含まれる銘柄に対しては, レジームを

考慮することの効果が高く, 配当の影響が強いと判断することができる.

また, レジームを考慮しない場合の AIC の値と, レジームを考慮した場合

の AIC の値を比較すると, レジームを考慮した場合の AIC の値の方が小

さいことから, 市場全体から見た J-REIT市場の背後には, 配当や市場環境

の変化などに影響を受ける見えざる状態が存在し, それを考慮してリスクプ

レミアムを推定する方が良いことが分かる.
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7.5.3 実証分析のまとめ

本節では, レジーム・スイッチング・モデルを用いた最適成長ポートフォ

リオによる資産価格評価モデルを, J-REIT を対象に実証し, そのリスクプ

レミアムを推定したが, レジームを考慮した場合と考慮しなかった場合に分

けることによって, J-REIT のリスクプレミアムの推定には, レジームを考

慮した方がよいことが示された.

特に, レジームに対して「配当による影響」,「市場環境の変化」という解

釈を与えることによって, J-REITのリスク・リターン構造がどのように変

化しているかを明確に捉えることが可能になり, そのリスクプレミアムの推

定結果を解釈しやすい.

さらに, 個別の J-REIT銘柄の商品特性を見ても, 市場の背後にある見え

ざる状態に強く影響を受ける銘柄と, あまり影響を受けない銘柄に分けるこ

とができ, それぞれの銘柄の特性を判断することが可能になる.

また, 統計的に見ても, レジームを考慮しない場合では有意とされないパ

ラメータでも, レジームを考慮することによって, 有意となるパラメータも

あり, レジームを考慮した J-REITのリスクプレミアム推定の有効性が検証

できた.

7.6 結論

本論文では, 最適成長ポートフォリオによる資産価格評価モデルをレジー

ムを考慮して導出し, J-REIT のリスクプレミアムを適切に推定した. J-

REITは, キャピタルゲインよりもインカムゲインが重視されることに特徴

をもつ資産であり, 市場状態に応じたリスク・リターン構造を導くことが特

に重要だと考えられるからである.

レジーム・スイッチング・モデルを用いた資産の価格評価モデルでは, 資
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産価格が従う「観測方程式」と, レジームが 1次のMarkov過程に従うと仮

定した「状態方程式」の 2本の方程式を記述し, EMアルゴリズムを用いて

パラメータを推定した. このモデルにより, 市場の状態に応じた数だけの資

産価格評価モデルが導かれ, 資産のリスク・リターン構造をより適切に評価

することができると考えられる.

J-REITの分析から導かれた結果は, 配当や市場変化に関するレジームが

検出され, レジームを考慮した方がリスク・リターンの関係をより適切に捉

えることができるということである. 安定したレジームを推定し, 各レジー

ムの示す意味を捉えることで, 市場に潜む見えざる状態を把握し, 従来の投

資手法では得ることのできない投資機会を見出すことが可能となるだろう.
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α β R2 AIC

NBF −0.000153 1.1130 0.7251 −1339.6484

(0.6479) (< .0001)

JRE −0.000426 1.2149 0.6819 −1276.2052

(0.2938) (< .0001)

JPR −0.000169 1.1324 0.4139 −1115.2144

(0.797) (< .0001)

JRF 0.0004 0.9082 0.4938 −1242.0904

(0.4295) (< .0001)

OJR −0.0003 0.5188 0.1765 −1176.4411

(0.6150) (< .0001)

PIC −0.0002 0.3854 0.1282 −1212.5878

(0.6342) (< .0001)

表 7.3 レジームを考慮しない場合の推定されたパラメータ：2003年

4月～11月の東証 REIT指数と REIT銘柄.括弧内の値は p値.ただ

し,日本ビルファンド投資法人 (NBF),ジャパンリアルエステイト投

資法人 (JRE),日本プライムリアルティ投資法人 (JPR),日本リテー

ルファンド投資法人 (JRF),オリックス不動産投資法人 (OJR),プレ

ミア投資法人 (PIC)である.
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レジーム 1 レジーム 2

AIC α β R2 α β R2

NBF −1398.953 −0.0001 1.1470 0.7155 0.0001 0.9299 0.8347

(0.6546) (< .0001) (0.1489) (< .0001)

JRE −1324.7310 −0.0023 1.2531 0.6072 0.0001 1.1729 0.7480

(< .0001) (< .0001) (0.8303) (< .0001)

JPR −1220.3910 −0.0011 1.1748 0.3628 0.0002 1.0426 0.5286

(0.0662) (< .0001) (0.4395) (< .0001)

JRF −1323.8270 −0.0005 1.2454 0.6201 0.0008 0.5422 0.3851

(0.1616) (< .0001) (0.0004) (< .0001)

OJR −1303.6420 −0.0010 0.7916 0.1685 0.0002 0.3693 0.3606

(0.0466) (< .0001) (0.2700) (< .0001)

PIC −1332.7390 −0.0064 0.1087 0.0007 0.0003 0.3857 0.3047

(< .0001) (0.7327) (0.2524) (< .0001)

表 7.4 レジームを考慮した場合の推定されたパラメータ：2003年 4

月～11 月の東証 REIT 指数と REIT 銘柄. 括弧内の値は p 値. ただ

し,日本ビルファンド投資法人 (NBF),ジャパンリアルエステイト投

資法人 (JRE),日本プライムリアルティ投資法人 (JPR),日本リテー

ルファンド投資法人 (JRF),オリックス不動産投資法人 (OJR),プレ

ミア投資法人 (PIC)である.
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α β R2 AIC

NBF 0.0000 −0.0538 0.0072 −1524.8075

(0.3544) (0.2046)

JRE 0.000491 −0.0547 0.0061 −1477.7204

(0.4105) (0.2456)

JPR 0.000469 0.0139 0.0003 −1426.1972

(0.4833) (0.7929)

JRF 0.0005 0.0308 0.0021 −1498.1695

(0.3541) (0.4936)

OJR −0.0001 0.0391 0.0041 −1539.5531

(0.7965) (0.3400)

PIC 0.0001 0.0289 0.0038 −1658.8459

(0.7255) (0.3578)

表 7.5 レジームを考慮しない場合の推定されたパラメータ：2003年

1月～11月の TOPIXと REIT銘柄.括弧内の値は p値.ただし,日

本ビルファンド投資法人 (NBF),ジャパンリアルエステイト投資法人

(JRE), 日本プライムリアルティ投資法人 (JPR), 日本リテールファ

ンド投資法人 (JRF),オリックス不動産投資法人 (OJR),プレミア投

資法人 (PIC).
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レジーム 1 レジーム 2

AIC α β R2 α β R2

NBF −1650.844 0.0010 −0.1536 0.0199 0.0003 −0.0156 0.0028

(0.0453) (0.0349) (0.1197) (0.428)

JRE −1584.5840 −0.0011 0.0007 0.0000 0.0008 −0.0630 0.0207

(0.0380) (0.9939) (0.0131) (0.0315)

JPR −1548.7880 −0.0011 0.1113 0.0050 0.0009 −0.0016 0.0000

(0.1002) (0.2902) (0.0074) (0.9568)

JRF −1650.2180 −0.0004 0.1305 0.0129 0.0011 −0.0097 0.0011

(0.4109) (0.0902) (< 0.0001) (0.6199)

OJR −1705.5130 −0.0020 0.1392 0.0188 0.0009 0.0015 0.0000

(< 0.0001) (0.0404) (< 0.0001) (0.9242)

PIC −1798.8250 −0.0046 0.1018 0.0157 0.0008 −0.001 0.0000

(< 0.0001) (0.0615) (0.0008) (0.9959)

表 7.6 レジームを考慮した場合の推定されたパラメータ：2003年 1

月～11月の TOPIXと REIT銘柄.括弧内の値は p値.ただし,日本

ビルファンド投資法人 (NBF), ジャパンリアルエステイト投資法人

(JRE), 日本プライムリアルティ投資法人 (JPR), 日本リテールファ

ンド投資法人 (JRF),オリックス不動産投資法人 (OJR),プレミア投

資法人 (PIC).
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図 7.1 2003年 4月 1日～2003年 11月 28日の東証 REIT指数と

個別 REIT 銘柄でのレジーム転換点. 影の付いている期間は, レジー

ム 1 の滞留確率 (スムーザー) が 0.5 以上の期間. ★の時点で配当が

支払われた.また,A:日本ビルファンド投資法人 (NBF),B:ジャパンリ

アルエステイト投資法人 (JRE),C:日本プライムリアルティ投資法人

(JPR),D:日本リテールファンド投資法人 (JRF),E:オリックス不動

産投資法人 (OJR),F:プレミア投資法人 (PIC).を表す.

図 7.2 左：東証 REIT指数と日本ビルファンド投資法人 (NBF) の

レジームに応じた β 比較,右：東証 REIT指数と日本リテールファン

ド投資法人 (JRF) のレジームに応じた β 比較. 破線はレジームを考

慮しない場合,実線はレジームを考慮した場合.
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図 7.3 2003 年 1 月 6 日～2003 年 11 月 28 日の TOPIX と個別

REIT 銘柄でのレジーム転換点. 影の付いている期間は, レジーム 1

の滞留確率（スムーザー）が 0.5 以上の期間.★の時点で配当が支払

われた. また,A:日本ビルファンド投資法人 (NBF),B:ジャパンリア

ルエステイト投資法人 (JRE),C:日本プライムリアルティ投資法人

(JPR),D:日本リテールファンド投資法人 (JRF),E:オリックス不動

産投資法人 (OJR),F:プレミア投資法人 (PIC)を表す.
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図 7.4 2003年 4月 1日～2003年 11月 28日の東証 REIT指数と

日本ビルファンド投資法人 (NBF) での価格と収益率, そしてレジー

ム. 影の付いている期間は, レジーム 1 の滞留確率（スムーザー）が

0.5以上の期間.
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図 7.5 2003年 4月 1日～2003年 11月 28日の東証 REIT 指数と

日本リテールファンド投資法人 (JRF) での価格と収益率, そしてレ

ジーム.影の付いている期間は,レジーム 1の滞留確率（スムーザー）

が 0.5以上の期間.
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第 8章

資産価格評価法 2: 確率的割引

率による資産価格評価法

8.1 確率的割引率とは

8.1.1 ポートフォリオのキャッシュフロー

図 8.1 に視覚化されたように, 時点 t において構築するポートフォリオ

を θt = (θ1,t, . . . , θi,t, . . . , θn,t)
′ とし, 時点 t における資産価格を St =

(S1,t, . . . , Si,t, . . . , Sn,t)
′ とすれば, このときのポートフォリオ価値は,

Vt =
n∑

i=1

θi,tSi,t = θ′tSt . (8.1)

ここで, 上付き文字 ′ は転置 (transpose)を表す. また, 時点 t + 1における,

“リバランス前”のポートフォリオ価値は,

V −t+1 =
n∑

i=1

θi,tSi,t+1 = θ′tSt+1 . (8.2)



166 第 8章 資産価格評価法 2: 確率的割引率による資産価格評価法

� �

��������	
����

����

����	
��

- Ct+1- Ct

��

(consumption)

t+1t��


������

����	
��

+ Yt+1+ Yt��(Income)

+ Vt
-


������

����	
��

t t t t
V V Y C

−

= + −
�

� �

'
t t t

V

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

�� ��
�� ��

θ S

� �
1 1

'
t t t

V
−

+ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=θ S

�� ��
�� ��

1 1 1 1t t t t
V V Y C

−

+ + + +
= = + −

�

� �
1 1 1

'
t t t

V + + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= θ S

�� ��
�� ��

図 8.1 ポートフォリオ価値とリバランス

� �

8.1.2

よって, 時点 tと時点 t + 1における消費 Ct と Ct+1 について,{
Vt = V −t + Yt − Ct ,

Vt+1 = V −t+1 + Yt+1 − Ct+1 .

⇐⇒
{

Ct = V −t − Vt + Yt,

Ct+1 = V −t+1 − Vt+1 + Yt+1 .

⇐⇒
{

Ct = θ′t−1St − θ′tSt + Yt,

Ct+1 = θ′tSt+1 − θ′t+1St+1 + Yt .

が成立する.
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8.1.3 消費からの期待効用最大化

各時点における消費からの効用について, 時間加法性 (time-additive) を

仮定し, δ を割引係数 (impatience factor)とすれば, 時点 tにおける投資家

の消費からの効用最大化問題は,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
θ

f(ct, ct+1, . . . , ct+j , . . . , )

�
=Et

⎡
⎣ ∞∑

j=0

δjU(ct+j)

⎤
⎦

= Et

[
U(ct) + δU(ct+1) + . . . + δjU(ct+j) + . . .

]
= Et

[
U(θ′t−1St − θ′tSt + Yt) + δU(θ′tSt+1 − θ′t+1St+1 + Yt+1) + . . .

+δjU(θ′t+j−1St+j − θ′t+jSt+j + Yt+j) + . . .

]
(8.3)

と定式化される.

8.1.4 Euler方程式と確率的割引率

1階の最適化条件 (first order condition)より,

∂f(ct, ct+1, . . . , ct+j , . . . , )
∂θt

= Et [−StU
′(ct) + δSt+1U

′(ct+1)] = 0

(...“ベクトルの微分′′と“合成関数の微分′′)

⇐⇒ −StU
′(ct) + Et [δSt+1U

′(ct+1)] = 0 (...“条件付期待値′′より)

⇐⇒ St = Et

[
St+1

δU ′(ct+1)
U ′(ct)

]
⇐⇒ St = Et [St+1Mt+1]

where Mt+1
�
=

δU ′(ct+1)
U ′(ct)

. これを資産毎に表記すると,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

S1,t

...
Si,t

...
Sn,t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= Et

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

S1,t+1

...
Si,t+1

...
Sn,t+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Mt+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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⇐⇒ Si,t = Et [Si,t+1Mt+1] (i = 1, . . . , n) (8.4)

⇐⇒ 1 = Et

[
Si,t+1

Si,t
Mt+1

]
(i = 1, . . . , n) (8.5)

この (8.4)式は,

「時点 t における資産 i の価格 Si,t は, 1 時点後 t + 1 における資産価格

Si,t+1 をMt+1 によって割引いた値の期待値として求められる」

ことをを意味する. このとき, Mt+1 を「プライシング・カーネル (pricing

kernel)」や「確率的割引率 (SDF; stochastic discount factor)」という. さ

らに, Ri,t+1
�
=

Si,t+1 − Si,t

Si,t
と定義すれば, Si,t+1

Si,t
= 1+Ri,t+1なので, (8.5)

式は

1 = Et [(1 + Ri,t+1) Mt+1] (8.6)

のように, 収益率 Ri,t+1 を用いても表現することができる. これを「オイ

ラー方程式 (Euler Equation)」という.

8.2 レジーム・スイッチング下での確率的割引率と

資産価格評価方法

(1)

消費 Ct から得られる効用関数がレジーム Yt に依存すると仮定しこれ

を u(Ct, Yt) と表す。より具体的には、べき乗効用関数を考えその危険回

避度 γ がレジームに応じてスイッチングすると仮定する。その状態空間を

γ = {γ(1), . . . , γ(k), . . . , γ(K)} とすれば、

u(Ct, Yt = ek) = Θ ·
(
Θ−1Ct

)1−γ(k)

1 − γ(k)
. (8.7)
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Ct に関する 1回偏微分を、

∂u(Ct, Yt = ek)
∂Ct

=
(
Θ−1Ct

)−γ(k)
. (8.8)

(2)

Yt をレジームを表す確率変数とする。その状態空間を、Yt =

{e1, . . . , ek, . . . , eK} とする。また、P = (plk)1≤l,k≤K を時間斉時的な確率

推移行列とする。すなわち、plk は、レジーム ek からレジーム el へ推移す

る確率を表す。このとき Yt は、

Yt+1 = PYt + Mt+1 , (8.9)

と表すことができる。但し、Mt+1 はマルチンゲール増分である。

(3)

株価 St についての Euler方程式は、配当を Dt で表せば、

St = Et

[
ρ
u′(Ct+1, Yt+1)

u′(Ct, Yt)
(St+1 + Dt+1)

]
⇐⇒ u′(Ct, Yt)St = Et [ρ {u′(Ct+1, Yt+1)St+1 + u′(Ct+1, Yt+1)Dt+1}]
⇐⇒ S̃t(Ct, Yt) = Et

[
ρ

{
S̃t+1(Ct+1, Yt+1) + D̃t+1(Ct+1, Yt+1)

}]
.(8.10)

但し,

S̃t(Ct, Yt)
�
= u′(Ct, Yt)St , (8.11)

D̃t(Ct, Yt)
�
= u′(Ct, Yt)Dt , (8.12)

とおいた. ここでさらに,

S̃t+1(Ct+1) =
(
S̃t+1(Ct+1, e1) . . . S̃t+1(Ct+1, ek) . . . S̃t+1(Ct+1, eK)

)′
,(8.13)

D̃t+1(Ct+1) =
(
D̃t+1(Ct+1, e1) . . . D̃t+1(Ct+1, ek) . . . D̃t+1(Ct+1, eK)

)′
,(8.14)

と書けば,〈
S̃t(Ct), Yt

〉
= ρEt

[〈
S̃t+1(Ct+1), Yt+1

〉
+

〈
D̃t+1(Ct+1), Yt+1

〉]
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= ρEt

[〈
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1), Yt+1

〉]
= ρEt

[〈
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1),PYt + Mt+1

〉]
= ρEt

[〈
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1),PYt

〉]
+ρEt

[〈
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1), Mt+1

〉]

⇐⇒ Y ′t S̃t(Ct) = ρEt

[
Y ′t P

′
{

S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)
}]

+ρEt

[
M ′

t+1

{
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)

}]
= ρY ′t P

′Et

[
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)

]
+ρEt

[
M ′

t+1

]
Et

[
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)

]
(... {St+1, Ct+1}とMt+1, {Dt+1, Ct+1}とMt+1は独立.)

= ρY ′t P
′Et

[
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)

]
.

⇐⇒ Y ′t
(
S̃t(Ct) − ρP′Et

[
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)

])
= 0

... S̃t(Ct) = ρP′Et

[
S̃t+1(Ct+1) + D̃t+1(Ct+1)

]

(4) 解釈: K = 2 のとき、

(
S̃1,t(Ct)
S̃2,t(Ct)

)
= ρ

⎛
⎜⎜⎜⎝

p1←1 p1←2

(1 − p2←2)
p2←1 p2←2

(1 − p1←1)

⎞
⎟⎟⎟⎠
′

Et

[(
S̃1,t+1(Ct+1)
S̃2,t+1(Ct+1)

)
+

(
D̃1,t+1(Ct+1)
D̃2,t+1(Ct+1)

)]

= ρ

⎛
⎜⎜⎜⎝

p1←1 p2←1

(1 − p1←1)
p1←2 p2←2

(1 − p2←2)

⎞
⎟⎟⎟⎠Et

[(
S̃1,t+1(Ct+1)
S̃2,t+1(Ct+1)

)
+

(
D̃1,t+1(Ct+1)
D̃2,t+1(Ct+1)

)]
.

これは、Gordon and St-Amour (2000), p. 1023の (12) 式に対応する。
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第 9章

資産価格評価法 3: 局所リスク

中立化評価法によるオプショ

ン価格評価

9.1 安全資産の存在下で Euler方程式が満たすべき

条件とは?

U(Ct)を効用関数, Ct を集計された消費 (Aggregate Consumption), tを

時点, ρ：割引率 (impatience factor)とする. 前章より, 標準的な期待効用最

大化問題は次のオイラー方程式となる.

Si,t = Et

[
Si,t+1

δU ′(ct+1)
U ′(ct)

]
.

ここで, Xt := Si,t, Xt+1 := Si,t+1, e−ρ := δ, E [ |Ft] := Et [ ] と書き

直す:

Xt = EP

[
e−ρ U ′(Ct+1)

U ′(Ct)
Xt+1|Ft

]
(9.1)
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上式において, 限界効用代替率 U ′(Ct+1)
U ′(Ct)

に関してこれを,

Mt+1
�
=

U ′(Ct+1)
U ′(Ct)

⇐⇒ mt+1 = log Mt+1 = log
U ′(Ct+1)
U ′(Ct)

, (9.2)

とおく. mt+1 は, “対数限界効用代替率” と呼ばれる. すると Euler 方程

式は,

Xt = EP
[
e−ρ+mt+1Xt+1|Ft

] ⇐⇒ 1 = EP

[
e−ρ+mt+1

Xt+1

Xt
|Ft

]
(9.3)

と書き直すことができる. ところで, 市場に安全資産も取引されていると仮

定すれば, Euler方程式はこの無リスク金利に関しても成立することに注意

する. すなわち, 安全資産の対数収益率を r とすれば,

log
(

Xt+1

Xt

)
= r ⇐⇒ Xt+1

Xt
= er ,

であるから, これを Euler方程式に代入して,

1 = EP
[
e−ρ+mt+1er|Ft

]
= EP

[
e(r−ρ)+mt+1 |Ft

]
, (9.4)

を得る. では, この (9.4) 式はどのように解釈できるであろうか? 投資家の

対数限界効用代替率 Mt+1 を確率変数とみなして, その条件付分布 (時点 t

までの情報に基づいた分布) を dFP (Mt+1|M0, · · · , Mt) と書くことにすれ

ば, (9.4)式を,

EP
[
e(r−ρ)+mt+1 |Ft

]
(mt+1 = log Mt+1 に注意)

=
∫

e(r−ρ)+mt+1dFP (Mt+1|M0, · · · , Mt)

=
∫

dFQ(Mt+1|M0, · · · , Mt) = 1 (9.5)

と表現することができる. 但し,

dFQ(Mt+1|M0, · · · , Mt)
�
= e(r−ρ)+mt+1dFP (Mt+1|M0, · · · , Mt) , (9.6)

とおいた. つまり, 安全資産の存在を仮定することにより, 投資家 “固有”の

限界効用代替率 Mt+1 を特徴付ける分布 dFP (Mt+1|M0, · · · , Mt) を, どの
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投資家にも共通する限界効用代替率の分布 dFQ(Mt+1|M0, · · · , Mt) へと変

換することになる. すなわち,

dFQ(Mt+1|M0, · · · , Mt)
dFP (Mt+1|M0, · · · , Mt)

= e(r−ρ)+mt+1 = Mt+1e
r−ρ , (9.7)

により, 新たな分布 = 均衡価格測度を作っている. これは, 1つの “測度変

換 (Change of Probability Measure)”である.

9.2 Radon-Nikodym微分

さらにこの測度変換を詳細に考えていく. 以下のように, 2 種類の限界効

用代替率の分布の比を定義する:

dQ

dP
=

dFQ(M0, · · · , MT )
dFP (M0, · · · , MT )

=
T∏

t=1

dFQ(Mt|M0, . . . , Mt−1)
dFP (Mt|M0, . . . , Mt−1)

(9.8)

=
T∏

t=1

e(r−ρ)+mt = e(r−ρ)T+
PT

t=1 mt . (9.9)

これを, “Radon-Nikodym 微分” と呼ぶ. また, 時点 t までの Radon-

Nikodym微分を以下のように表現することにする:

ξt =
dFQ(M0, · · · , Mt)
dFP (M0, · · · , Mt)

. (9.10)

時点 tまでの Radon-Nikodym微分 ξt の別表現を考えてみよう. 何も考え

ずに, Radon-Nikodym微分の測度 P の下で, 時点 t における条件付期待値

をとってみると,

EP
t

[
dQ

dP

]
=

∫
dFQ(M0, · · · , MT )
dFP (M0, · · · , MT )

dFP (Mt+1, · · · , MT |M0, · · · , Mt)

=
∫

dFQ(M0, · · · , Mt)dFQ(Mt+1, · · · , MT |M0, · · · , Mt)
dFP (M0, · · · , Mt)dFP (Mt+1, · · · , MT |M0, · · · , Mt)

dFP (Mt+1, · · · , MT |M0, · · · , Mt)

=
dFQ(M0, · · · , Mt)
dFP (M0, · · · , Mt)

∫
dFQ(Mt+1, · · · , MT |M0, · · · , Mt)

= ξt , (9.11)
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が得られる. すなわち, 時点 tまでの Radon-Nikodym微分 ξt は, 以下のよ

うにも表現することができる:

ξt =
dFQ(M0, · · · , Mt)
dFP (M0, · · · , Mt)

= EP
t

[
dQ

dP

]

ξt+1

ξt
=

dF Q(M0,···,Mt+1)
dF P (M0,···,Mt+1)

dF Q(M0,···,Mt)
dF P (M0,···,Mt)

=
dF Q(Mt+1|M0,···,Mt)·dF Q(M0,···,Mt)
dF P (Mt+1|M0,···,Mt)·dF P (M0,···,Mt)

dF Q(M0,···,Mt)
dF P (M0,···,Mt)

=
dFQ(Mt+1|M0, · · · , Mt)
dFP (Mt+1|M0, · · · , Mt)

(9.12)

よって, (9.7)より
ξt+1

ξt
= e(r−ρ)+mt+1 (9.13)

となる. t ≤ τ ≤ T として, Wτ の条件付期待値を考えると

ξ−1
t EP

t [ξτWτ ]

=
∫ dF Q(M0,···,Mt,···,Mτ )

dF P (M0,···,Mt,···,Mτ )

dF Q(M0,···,Mt)
dF P (M0,···,Mt)

· WτdFP (Mt+1, · · · , Mτ |M0, · · · , Mt)

=
∫ dF Q(Mt+1···Mτ |M0,···,Mt)·dF Q(M0,···,Mt)

dF P (Mt+1···Mτ |M0,···,Mt)·dF P (M0,···,Mt)

dF Q(M0,···,Mt)
dF P (M0,···,Mt)

· WτdFP (Mt+1, · · · , Mτ |M0, · · · , Mt)

=
∫

WτdFQ(Mt+1, · · · , Mτ |M0, · · · , Mt)

= EQ
t [Wτ ] (9.14)

となる. 特に, τ = t + 1のときには,

EQ
t [Wt+1] = ξ−1

t EP
t [ξt+1Wt+1]

= EP
t [e(r−ρ)+mt+1Wt+1] (9.15)

となる. これは, Duan(1995)の Lemma A.1.の別解釈に他ならない.

9.3 局所リスク中立評価法

(1) 原資産の対数収益率過程
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株式などの原資産, 安全資産, 及び原資産の上に書かれたヨーロピアン・

コールオプションが, 離散時点で取引されている市場を考える. 原資産の対

数収益率の過程は, 測度 P の下で, 以下のように記述されるとする:

log
(

St+1

St

)∣∣∣∣ Ft = μt+1 − 1
2
σ2

t+1 + σt+1εt+1

= (r − r) + μt+1 − 1
2
σ2

t+1 + σt+1εt+1

= r +
μt+1 − r

σt+1
· σt+1 − 1

2
σ2

t+1 + σt+1εt+1

= r + λσt+1 − 1
2
σ2

t+1 + σt+1εt+1

= NP

(
r + λσt+1 − 1

2
σ2

t+1, σ2
t+1

)
, (9.16)

(... 正規分布の“括り入れ”ルールより)

ただし, λ
�
=

μt+1 − r

σt+1
= 一定値 は, いわゆる “リスクの市場価格 (market

price of risk)”とする.

(2) 投資家の効用に関する仮定

Assumption 9.3.1 投資家は期待効用最大化を行ない, その効用関数が時

間分離可能 (time separable)であり, 加法的 (additive)であるとする. 更に,

その効用関数に関して, 以下の 3つの条件のうち, いずれか一つを満たすも

のとする:

1. 効用関数は相対的危険回避度一定 (CRRA) であり, 対数正規の集計

された消費の変化が確率測度 P の下で一定の平均と分散を持つ正規

分布に従う.

2. 効用関数は絶対的危険回避度一定 (CARA) であり, 集計された消費

の変化が確率測度 P の下で一定の平均と分散を持つ正規分布に従う.

3. 効用関数は線形である.

(3) 局所リスク中立評価法
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Theorem 9.3.1 (局所リスク中立評価法) 投資家に関する仮定 9.3.1 が成

立するとき, 測度 P と相互に “絶対連続 (absolutely continuous)”な均衡価

格測度 (equilibrium price measure):

dQ = e(r−ρ)T+
PT

t=1 mtdP (9.17)

を定めることができ, また, 以下の 3つの条件が成立する:

1. 市場で取引されているすべての資産の条件付価格比 (価格比 = 1 +

資産収益率), すなわち St+1
St

∣∣∣ Ft は, 測度 Q の下で対数正規分布す

る.

2. 市場で取引されているすべての資産の期待グロスリターンは, 安全資

産の期待グロスリターンに等しい. すなわち,

EQ

[
St+1

St
|Ft

]
= er . (9.18)

3. 市場で取引されているすべての資産に関して, 測度 P の下での対数収

益率の条件付分散は, 測度Qの下での対数収益率の条件付分散に等し

い. すなわち,

V arQ

[
log

(
St+1

St

)∣∣∣∣ Ft

]
= V arP

[
log

(
St+1

St

)∣∣∣∣ Ft

]
.(9.19)

上記の 3 つの条件を “局所リスク中立評価法 (LRNVR: Locally Risk-

Neutral Valuation Relationship)”という.

上記の条件において, 条件付期待値 EQ
t は “グロスリターン” について, 条

件付分散 V Q
t は “対数収益率 (グロスリターンの対数値)”について成立して

いることに注意して欲しい.

(4) 資産対数収益率過程のリスク中立化

公式をより使いやすい形の公式として述べておこう. 測度 Q の下で対数
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収益率の過程は,

log
(

St+1

St

)∣∣∣∣ Ft = NQ

(
r − 1

2
V P

t

[
log

(
St+1

St

)]
, V P

t

[
log

(
St+1

St

)])

= r − 1
2
V P

t

[
log

(
St+1

St

)]
+

(
V P

t

[
log

(
St+1

St

)]) 1
2

NQ(0, 1)

= r − 1
2
V P

t

[
log

(
St+1

St

)]
+

(
V P

t

[
log

(
St+1

St

)]) 1
2

ε∗t+1 ,(9.20)

と表される.

(問) (9.20)式が, Duanの補題と等価であることを示しなさい.

9.4 局所リスク中立化による Black-Scholes公式の

導出

本節では, 局所リスク中立化評価公式を用いて, 時点 t における原資産価

格 St, 権利行使価格 K, 満期 T のヨーロピアンコールオプション価格を導

出する.

原資産の対数収益率が次のようなプロセスに従うと仮定する.

log
(

St+1

St

)∣∣∣∣ Ft = μ − 1
2
σ2 + σεt+1 (9.21)

ただし, εt+1 ∼ N(0, 1)の確率変数であり, μ, σ は一定値をとるパラメータ

である.

局所リスク中立化公式により, (9.21)式はリスク中立確率 Qの下で次のよ

うに変形できる.

log
(

St+1

St

)∣∣∣∣ Ft = rt+1 − 1
2
VarP

t

[
log

(
St+1

St

)]
+

(
VarP

t

[
log

(
St+1

St

)]) 1
2

ε∗t+1

= r − 1
2
σ2 + σε∗t+1 (9.22)

ただし, ε∗t+1 ∼ N(0, 1)の確率変数であり, rは安全資産の一定値をとる対数

収益率である.
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リスク中立測度Qの下で, 時点 tでの原資産価格 St が与えられたとき, 時

点 T における原資産価格は (9.22)式より次のようになる.

ST = St exp

{(
r − 1

2
σ2

)
(T − t) + σ

T∑
i=t+1

ε∗i

}

= St exp
{(

r − 1
2
σ2

)
(T − t) + σ

√
T − tz

}
(9.23)

ただし, z ∼ N(0, 1)の確率変数であり, その密度関数を f(z)と書く.

ヨーロピアンコールオプション価格 C(St, K, t) は, リスク中立測度下で

キャッシュフローを無リスク資産の対数収益率で割り引くことで導出でき

る. つまり,

C(St, K, t) = e−r(T−t)EQ
t [max(ST − K, 0)] (9.24)

を計算すればよい. ところで, ST > K となるのは (9.23)式より,

St exp
{(

r − 1
2
σ2

)
(T − t) + σ

√
T − tz

}
> K

⇔ z > − log St/K +
(
r − 1

2σ2
)
(T − t)

σ
√

T − t

�
= A

である. よって (9.24)式における期待値部分は

EQ
t [max(ST − K, 0)] =

∫ ∞
A

(ST − K)f(z)dz

=
∫ ∞

A

[
S1

t exp
{(

r − 1
2
σ2

)
(T − t) + σ

√
T − tz

}
− K

]
f(z)dz

と書くことが出来る. さて, 上式を 2つに分けて考えることにする. まず∫ ∞
A

St exp
{(

r − 1
2
σ2

)
(T − t) + σ

√
T − tz

}
f(z)dz

=
∫ ∞

A

St exp
{(

r − 1
2
σ2

)
(T − t) + σ

√
T − tz

}
1√
2π

exp
(
−z2

2

)
dz

= St

∫ ∞
A

1√
2π

exp
{
−1

2
(z − σ

√
T − t)2 + r(T − t)

}
dz

= Ste
r(T−t)

∫ ∞
A

1√
2π

exp
{
−1

2
(z − σ

√
T − t)2

}
dz
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ここで, y
�
= z − σ

√
T − tという変数変換を行う.

z A → ∞
y A − σ

√
T − t → ∞

このとき

A − σ
√

T − t = − log St/K +
(
r + 1

2σ2
)
(T − t)

σ
√

T − t

�
=−d1

となる. すると

Ste
r(T−t)

∫ ∞
A

1√
2π

exp
{
−1

2
(z − σ

√
T − t)2

}
dz

= Ste
r(T−t)

∫ ∞
−d1

1√
2π

exp
{
−y2

2

}
dy

= Ste
r(T−t)

∫ d1

−∞

1√
2π

exp
{
−y2

2

}
dy = Ste

r(T−t)Φ(d1) (9.25)

となる. ただし Φ(·)は標準正規分布関数である. 残りの積分の部分について

も同様に考えていく.∫ ∞
A

(−K)f(z)dz =
∫ −A

−∞
(−K)f(z)dz = −KΦ(−A) (9.26)

ここで, −A
�
= d2 =

log St/K + (r − 1
2σ2)(T − t)

σ
√

T − t
とすれば, (9.24), (9.25),

(9.26)式よりヨーロピアンコールオプション価格は次のようになる.

C(St, T, K) = e−r(T−t)EQ
t [max(ST − K, 0)]

= e−r(T−t)[Ste
r(T−t)Φ(d1) − KΦ(d2)]

= StΦ(d1) − Ke−r(T−t)Φ(d2)

上記の結果をまとめると次のようになる.
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� �
時点 t において, 原資産価格が St で, 満期 T , 権利行使価格 K のコー

ルオプション価格は, 次のように与えられる.

C(St, T, K) = StΦ(d1) − Ke−r(T−t)Φ(d2)

ただし,

d1 =
log St/K +

(
r + 1

2σ2
)
(T − t)

σ
√

T − t
, d2 = d1 − σ

√
T − t

である.
� �

9.5 Option Pricing with Hidden Markov Models

by Hiroshi Ishijima, Waseda University and Takao Kihara, Keio

University (2005)

9.5.1 Abstract

In this paper, we derive an analytic formula for pricing Euro-

pean call options under the setting of discrete-time Hidden Markov

Models (HMM). HMM is specified by a state equation with the time-

homogeneous transition probability matrix and an observation equation

which describes asset prices by the log-normal model in which both drift

and volatility parameters switch according to the state. With the setup

above, we derive an analytic formula for pricing European call option.

When compared to the existing option pricing models which characterize

stochastic volatility in asset prices, the advantages of the formula are:

(1) it is an analytic formula, (2) easy to interpret its meanings and, (3)

able to capture the persistence of volatility in the risky asset prices. We
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also implement some empirical analyses to show that HMM is able to

express so-called volatility smiles.

Keywords: option pricing，Hidden Markov Models，Baum-Welch

algorithm，volatility smile

9.5.2 Introduction

The option pricing theory has been intensively studied since the pi-

oneering works of Black-Scholes (1973) and Merton (1973). In Black-

Scholes model, the underlying asset price process is described by geo-

metric Brownian motion in which the drift and volatility parameters are

assumed to be deterministic. It is known, however, that the volatility in

asset price processes in the financial market would depend on the past

information. For example, the persistence in the level of volatility is fre-

quently observed. That is, the days with high volatility will follow the

days with high volatility and, the days with low volatility will follow the

days with low volatility. For these reasons, the implied volatility, which is

obtained when the market price of European call option is equated with

the Black-Scholes model, is not constant but varying with respect to the

time to maturity and strike price of option. This phenomenon is known

as volatility smile. The several time-series models, such as ARCH (En-

gle, 1982) and GARCH (Bollerslev, 1986) models, have been proposed

to characterize the volatility dynamics. Also, Hull and White (1987)

and Heston (1993) introduce stochastic volatility models . Sharing these

issues involved in volatility modeling, we derive an analytic formula for

pricing European call option when asset price processes are subject to

hidden Markov models (HMM). Also we carry out empirical analyses to
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validate the model.

The study of hidden Markov models started in the late of 1960s by

seminal works of Baum and Petrie (1966), Baum and Eagon (1967),

Baum et al (1970), Baum (1972), and many others. Since then, the

models are applied in many research fields such as cognitive science and

biological science. Concerning the literature of time-series analysis in

econometrics, HMM is introduced by Hamilton (1989) as regime switch-

ing models. The model is widely used in detecting structural breaks or

turning points in economic time-series (Hamilton, 1994). Timmermann

(2000) shows that the model is able to express the wide range of mo-

ments in asset prices. Concerning the option pricing with HMM, Elliott

and Buffington (2002) express an option price utilizing the characteris-

tic function in continuous-time framework. Duan et al (2002) derive an

analytic European call option price with two state HMM.

In this paper, sharing the heart of the preceding papers, we address

three issues. Firstly, we derive an analytic formula for pricing European

call option under the setting of discrete-time HMM. Secondly, we esti-

mate the model by Baum-Welch algorithm with scaling in computing

forward-backward probabilities. Thirdly, we implement some empirical

analyses. We estimated the parameters in HMM from the Japanese finan-

cial market data. We then compute the European call option price and

implied volatility with our model, in comparison with the Black-Scholes

model.

The paper is organized as follows. In section 2, we derive an analytic

formula for pricing European call option under the setting of discrete-

time HMM. In section 3, we implement empirical analyses to apply the

model. In section 4, we conclude.
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9.5.3 Model

We consider a market where a risk-free asset, a risky asset, and a Euro-

pean call option written on the underlying risky asset are being traded.

It is assumed that N economic states exist in the market at discrete time

t (t = 0, 1, . . . , T ). We denote the state as Y
�
= {Yt ; t = 0, . . . , T} and

write FY
t
�
= σ (Y0, Y1, . . . , Yt). The state space of Yt is {e1, . . . , ei, . . . , eN}

where ei ∈ RN (i = 1, . . . , N). Here the i-th element of ei is 1 and oth-

erwise 0.

We assume that the state Yt follows a first-order Markov process with

the homogeneous transition probability as follows:

P =
(
pji

)
1≤i,j≤N

=
(
Pr (Yt+1 = ej |Yt = ei)

)
1≤i,j≤N

. (9.27)

Here, pji satisfies:

pji ≥ 0 (i, j = 1, . . . , N),
K∑

j=1

pji = 1 (i = 1, . . . , N) .

Also we define the initial state probability as

π
�
=

(
πi = Pr(Y0 = ei)

)′
1≤i≤N

, (9.28)

where the superscript ′ represents the transpose. Now, the state Yt can

be expressed by a state equation as follows:

Yt+1 = PYt + Mt+1 , (9.29)

Where Mt+1 is a FY
t -martingale increment.

On the other hand, when the state Yt at time t is given, the log-return

of the risky asset is assumed to be described as an observation equation:

log
(

St

St−1

)∣∣∣∣ Yt = μ(Yt) − 1
2
σ2(Yt) + σ(Yt)εt , (9.30)
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where εt ∼
I.I.D.

N(0, 1) indicates mutually independent, identical standard

normal error term under the probability measure P . Also, we write

FR
t
�
=σ (log (S1/S0) , . . . , log (St/St−1)) and FR,Y

t
�
=

{FR
t ,FY

t

}
.

Here the drift and diffusion parameters are assumed to take values

corresponding to the state. That is, with the notation

μ = (μ1 . . . μi . . . μN )′ , σ = (σ1 . . . σi . . . σN )′ ,

the drift and diffusion parameters in the period t are assumed to be:

μ(Yt) = 〈μ, Yt〉 , (9.31)

σ(Yt) = 〈σ, Yt〉 . (9.32)

Where the operator 〈 , 〉 indicates the inner product. The equation above

signifies that the drift and diffusion parameters which characterize the

return and risk in the asset log-return switch from period to period de-

pending on the state.

We also assume that the log-return of the risk-free asset, given the

state Yt, is

r(Yt) = 〈r, Yt〉 with, (9.33)

r = (r1 . . . ri . . . rN )′ .

This shows that the risk-free rate takes the value corresponding to the

state, too. By the Locally Risk-Neutral Valuation Relationship of Duan

(1995) and Duan et al (2002), under the equilibrium probability measure

Q, the asset price process of Eq. (9.30) becomes

log
(

St

St−1

)∣∣∣∣ Yt = rt − 1
2
σ2(Yt) + σ(Yt)ε∗t . (9.34)

Here ε∗t ∼ N(0, 1) under the measure Q.
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If all the states were observable, that is, Yt (t = 1, · · · , T ) were given,

the call option price would be

C(0, T, S0,FY
T ) = EQ

[
exp

(
−

T∑
t=1

r(Yt)

)
max(ST − K, 0)

]
,

under the measure Q. From Eq. (9.34), we obtain the call option price

as follows:

C(0, T, S0, F
Y
T ) = S0Φ(d1) − e−

PT
t=1 r(Yt)KΦ(d2) .

Here d1 and d2 are given as

d1 =
log(S0/K) +

∑T
t=1

(
r(Yt) + 1

2σ2(Yt)
)√∑T

t=1 σ2(Yt)
,

d2 = d1 −
√√√√ T∑

t=1

σ2(Yt) .

In the market, however, the economic state is unobservable. When the

economic state is hidden, we should consider the trajectory of the state

transition until the maturity T . Denote the occupation time in the state

ei (i = 1, . . . , N), from time 0 to time t, as

Oi
T
�
=

T∑
t=1

〈Yt, ei〉

Then the summations of Eqs. (9.32) and (9.33) can be rewritten as

T∑
t=1

r(Yt) =
T∑

t=1

〈r, Yt〉 =
N∑

i=1

riO
i
T =

N−1∑
i=1

riO
i
T + rN

(
T −

N−1∑
i=1

Oi
T

)
,

T∑
t=1

σ2(Yt) =
T∑

t=1

〈σ2, Yt〉 =
N∑

i=1

σ2
i Oi

T =
N−1∑
i=1

σ2
i Oi

T + σ2
N

(
T −

N−1∑
i=1

Oi
T

)
.

Hence take another expectation with respect to the joint probability of

the occupation-time to obtain the European call option price with Hidden

Markov Models of Eqs. (9.29) and (9.34):
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C(0, T, S0) (9.35)

=
T∑

τ1=0

· · ·
T∑

τN−1=0

Pr(O1
T = τ1, · · · , ON−1

T = τN−1)
[
S0Φ(d1) − e−

PN−1
i=1 riτi−rN (T−PN−1

i=1 τi)KΦ(d2)
]

=
N∑

j=1

πjC(0, T, S0, Y0 = ej) , (9.36)

where πj is defined in Eq. (9.28) and, the call option price conditioned

on the initial state is defined as

C(0, T, S0, Y0 = ej)
�
=

T∑
τ1=0

· · ·
T∑

τN−1=0

Pr(O1
T = τ1, · · · , ON−1

T = τN−1|Y0 = ej)

×
[
S0Φ(d1) − e−

PN−1
i=1 riτi−rN (T−PN−1

i=1 τi)KΦ(d2)
]

.(9.37)

Also, d1 and d2 are given as follows

d1 =
log(S0/K) +

∑N−1
i=1

(
ri + 1

2σ2
i

)
τi + (rN + 1

2σ2
N )(T − ∑N−1

i=1 τi)√∑N−1
i=1 σ2

i τi + σ2
N

(
T − ∑N−1

i=1 τi

) ,

d2 = d1 −
√√√√N−1∑

i=1

σ2
i τi + σ2

N

(
T −

N−1∑
i=1

τi

)
.

As a special case of N = 1, one can easily see that the Eq. (9.36)

corresponds to the Black-Scholes formula.

How to calculate the European call option price based on N -state

HMM? Firstly, one has to prepare input. Besides the initial underlying

asset price of S0, the strike price of K, and the time to maturity of T , one

needs to estimate the model parameters of ri, σi, πi, pji(i, j = 1, . . . , N).

We estimate HMM by Baum-Welch algorithm with scaling in computing

forward-backward probabilities to avoid underflow in computation.

Secondly, one has to prepare two functions besides the four rules of

arithmetic. The one is the standard normal distribution function, Φ(·),
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which is already provided in most software. The other is the joint prob-

ability of occupation-time, Pr(O1
T = τ1, · · · , ON−1

T = τN−1). This can be

obtained in the following recursive equations.

The joint probability of occupation-time conditioned on the initial state

can be written as

Pr(O1
T = τ1, O

2
T = τ2, · · · , ON−1

T = τN−1|Y0 = ej)

= Pr(O1
T = τ1|Y0 = ej) · Pr(O2

T = τ2|O1
T = τ1, Y0 = ej) · . . .

· · · · Pr(ON−1
T = τN−1|O1

T = τ1, O
2
T = τ2, · · · , ON−2

T = τN−2, Y0 = ej) .(9.38)

where,

Pr(O2
T = τ2|O1

T = τ1, Y0 = ej)

=

{
Pr(O2

T−τ1
= τ2|Y0 = ej) (if 0 ≤ τ2 ≤ T − τ1)

0 (otherwise) ,

...

Pr(ON−1
T = τN−1|O1

T = τ1, O
2
T = τ2, · · · , ON−2

T = τN−2, Y0 = ej)

=

{
Pr

(
ON−1

T−PN−2
i=1 τi

= τN−1

∣∣∣ Y0 = ej

)
(if 0 ≤ τN−1 ≤ T − ∑N−2

i=1 τi)

0 (otherwise) .

To compute the above joint probability, we need to know the

occupation-time probabilities for each state. These probabilities can be

computed recursively by the following relations.

Write the probability from state i to state j in u times transition as

P(u) =
(
pji(u)

)
1≤i,j≤N

=
(

Pr (Yt+u = ej |Yt = ei)
)

1≤i,j≤N
(u = 1, . . . , T ) .(9.39)

From the Chapman-Kolmogorov equation, we have

P(u) = Pu (u = 1, . . . , T ) , (9.40)

where P is the transition probability. Define the first passage probability
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as

fji(t) = Pr (Yt = ej , Yt−1 �= ej , . . . , Y1 �= ej |Y0 = ei) (i, j = 1, . . . , N ; t = 1, . . . , T ) .(9.41)

With Eq. (9.40), the first passage probability, fji(t) can be computed in

the recursive equations:

fji(t) = pji(t) −
t−1∑
k=1

pjj(t − k)fji(k) (t = 2, . . . , T ) , (9.42)

fji(1) = Pr(Y1 = ej |Y0 = ei) = pji . (9.43)

Given the initial state Y0 = ej , we obtain the recursive equations con-

cerning the occupation-time probability in state i (i = 1, . . . , N).

Pr(Oi
1 = 1|Y0 = ej) = Pr(Y1 = ei|Y0 = ej) = pij , (9.44)

Pr(Oi
t = 0|Y0 = ej) = Pr(Yt �= ei, . . . , Y1 �= ei|Y0 = ej)

= 1 −
t∑

u=1

fij(u) (t = 1, . . . , T ) , (9.45)

Pr(Oi
t = 1|Y0 = ej) =

t−1∑
u=1

Pr(Yu = ei, Yu−1 �= ei, . . . , Y1 �= ei|Y0 = ej)

×Pr

(
t∑

s=u+1

〈Ys, ei〉 = 0

∣∣∣∣∣ Y0 = ej

)

+ Pr(Yt = ei, Yt−1 �= ei, . . . , Y1 �= ei|Y0 = ej)

=
t−1∑
u=1

fij(u) Pr(Oi
t−u|Y0 = ej) + fij(t) (t = 2, . . . , T ) ,(9.46)

Pr(Oi
t = τi|Y0 = ej) =

t−τi+1∑
u=1

Pr(Yu = ei, Yu−1 �= ei, . . . , Y1 �= ei|Y0 = ej)

×Pr

(
t∑

s=u+1

〈Ys, ei〉 = τi − 1|Y0 = ej

)

=
t−τi+1∑

u=1

fij(u) Pr
(
Oi

t−u = τi − 1|Y0 = ej

)
(t = 2, . . . , T ; τi = 2, . . . , t) . (9.47)
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Average (%) Standard Deviation (%) Skewness Kurtosis

TOPIX -24.12 22.65 -0.02372 4.23681

表 9.1 Summary statistics for the TOPIX daily log-returns from

Jan. 2000 to Dec. 2002. Here the average and the standard

deviations are shown in annual rate by presuming a year has 250

business days.

Here we use the assumption that the transition probability is time-

homogeneous in deriving Eqs. (9.46) and (9.47).

9.5.4 Empirical Analysis

9.5.5 Data

Data used in the analyses is the TOPIX daily 740 log-returns which

start from January 2000 and end in December 2002. Table 9.1 reports

the summary statistics. Since the skewness is negative and the kurtosis

is higher than three, it can be said that the TOPIX log-returns in the

sample period are not drawn from the unique normal distribution. Thus

it would be challenging to apply HMM.

We adopt the uncollateralized overnight call rate as a risk-free asset.

In the sample period, it seems to take the same value in historically very

low level. Hence, for the empirical analyses purpose, the risk-free asset

is assumed to be constant regardless of the state in HMM. Namely, we

take 5.57× 10−4 which is the average in the sample period from January

2000 to December 2002.
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9.5.6 Two State HMM

In this subsection, we report the result of the empirical analysis when

two state HMM is applied. Tables 9.2 and 9.3 show the estimation results

for the two state HMM. From the estimated transition probability, the

probability that it continues to stay in each state is high. While the

probability that it transits to another state is low. These show that

HMM captures the persistence in the level of volatility in the TOPIX

daily log-returns.

In state 1, the asset has higher risk with higher return and the duration

for this state is short. While in state 2, the asset has lower risk with lower

return and the duration for this state is long. Thus, it can be said that

HMM is able to characterize the asymmetric fluctuation in volatility of

the TOPIX daily log-return

Also, we can visualize the above results. Figure 9.1 shows the time-

series of the original TOPIX daily log-returns and the smoothed oc-

cupation probabilities for each state. From this figure, the occupation

probability by state 2 is higher than that by state 1, in most periods.

Using these estimated parameters, we compute the European call op-

tion price with two state HMM and, compare that with the Black-Scholes

model. These are reported in Table 9.4. In the table, the option price

is the one when given the initial state, which is computed according to

Eq. (9.37). Here we computed the option price in several cases when the

initial price of the underlying asset is S0 = 100, the time to maturity is

T = 30, 60, 90 days, the ratio of the initial price of the underlying asset

to the strike price is S0/K = 0.9, 1.0, 1.1, respectively. It can be seen
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that the European call option price takes quite different values according

to the initial state.

Figures 9.2 and 9.3 show the implied volatility curve when equating

the Black-Scholes model with the option price computed from two state

HMM, with the initial state being the first and second, respectively. One

can see the so-called volatility smile phenomena very clearly.

9.5.7 Three State HMM

In this subsection, we report the result of the empirical analysis when

three state HMM is applied. Tables 9.5 and 9.6 show the estimation

results for three state HMM. Figure 9.4 shows the time-series of the orig-

inal TOPIX daily log-returns and the smoothed occupation probabilities

for each state. Compared to two state HMM shown in Figure 9.1, the

expected duration for each state is very short. It can be said that the

shape of the occupation probability for the first state in two state HMM

is very similar to that for the first state in three state HMM. While, it

will not continue to stay in the second and third states in three state

HMM.

As in the analysis with two state HMM, by using the estimated param-

eters, we compute the European call option price with three state HMM

and, compare that with the Black-Scholes model. Table 9.7 reports the

option prices with three state HMM when given the initial state, which

are computed according to Eq. (9.37). Figures 9.5, 9.6 and 9.7 show the

implied volatility curve when equating the Black-Scholes model with the

option price computed from two state HMM, with the initial state being

the first, second, and third, respectively. It can be seen that the initial
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state in three state HMM affects more to the option price and implied

volatility than that in two state HMM.

9.5.8 Conclusion and the Direction of Future Research

In this paper, we derive an analytic formula for pricing European call

options under the setting of N -state Hidden Markov Models (HMM) in

discrete-time framework.

When compared to the existing option pricing models which charac-

terize stochastic volatility in asset prices, the advantages of the formula

are: (1) it is an analytic formula, (2) easy to interpret its meanings and,

(3) able to capture the persistence of volatility in the risky asset prices.

On estimating model parameters, we introduce the Baum-Welch algo-

rithm with scaling in computing forward-backward probabilities to avoid

underflow in computation.

We also implement empirical analyses to show the option price with

HMM represents so-called volatility smile.

The following issues are left for future research. We estimate HMM

when given the number of states. It would be better, however, to simul-

taneously estimate the optimal number of states with other parameters

as in Brants (1996). Although we focus on pricing European call option,

it would be very important to price more complicated option, such as

Bermudan type, under the setting of HMM.
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TOPIX

Expected Return (%) -2.320 (3.11 × 10−3)

State 1 Standard Deviation (%) 37.078 (9.06 × 10−5)

Expected Duration (days) 8.5774

Expected Return (%) -26.580 (5.30 × 10−4)

State 2 Standard Deviation (%) 20.368 (9.98 × 10−6)

Expected Duration (days) 85.639

Log-Likelihood 2108.485

AIC -4202.97

表 9.2 Estimated parameters in the two state HMM with the

standard deviations in the parentheses. Data used is daily

TOPIX log-returns from Jan. 2000 to Dec. 2002. Note that

estimated expected log-returns and standard deviations are re-

ported in annual rate.

The expected duration for each state is calculated as 1/(1−pii),

where pii shows the probability of staying at the state i.

To State 1 To State 2

From State 1 0.883 (4.85 × 10−2) 0.117 (6.14 × 10−2)

From State 2 0.012 (6.25 × 10−3) 0.988 (3.67 × 10−2)

表 9.3 Estimated transition probabilities in the two state HMM

with the standard deviations in the parentheses. Data used is

daily TOPIX log-returns from Jan. 2000 to Dec. 2002.
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T=30 T=60 T=90

S0/K 0.9 1.0 1.1 0.9 1.0 1.1 0.9 1.0 1.1

BSCall 0.3440 3.1326 9.5032 1.0731 4.4309 10.2443 1.8003 5.4269 10.9491

Call(Y0 = e1) 0.6044 3.5994 9.7671 1.3221 4.7610 10.4833 2.0179 5.6852 11.1538

Call(Y0 = e2) 0.146 3.0176 9.4681 1.0155 4.3213 10.1850 1.7275 5.3188 10.8778

表 9.4 Numerical comparison of European call option prices be-

tween the Black-Scholes model in the first row and, the two state

HMM with two different initial states in the second and third

row, respectively. Data used is from Jan. 2000 to Dec. 2002.
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図 9.1 Estimation results for the two state HMM. The figure in

the first row shows the TOPIX daily log-returns. The figures in

the second and third row show the occupation probabilities by

the first and second states, respectively.
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図 9.2 The figure shows

the implied volatility

plotted against S0/K

computed from the two

state HMM with the

initial state being in

the first. Each curve

shows the result with

the maturity of 30 days

(o-marked), 60 days

(×-marked), and 90 days

(�-marked), respectively.
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図 9.3 The figure shows

the implied volatility

plotted against S0/K

computed from the two

state HMM with the

initial state being in

the second. Each curve

shows the result with

the maturity of 30 days

(o-marked), 60 days

(×-marked), and 90 days

(�-marked), respectively.
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TOPIX

Expected Return (%) -43.430 (2.78 × 10−3)

State 1 Standard Deviation (%) 34.75 (6.90 × 10−5)

Expected Duration (days) 7.696

Expected Return (%) 232.348 (1.20 × 10−3)

State 2 Standard Deviation (%) 15.86 (2.08 × 10−5)

Expected Duration (days) 2.050

Expected Return (%) -168.473 (7.76 × 10−4)

State 3 Standard Deviation (%) 15.62 (1.48 × 10−5)

Expected Duration (days) 3.538

Log-Likelihood 2115.120

AIC -4202.24

表 9.5 Estimated parameters in the three state HMM with

the standard deviations in the parentheses. Data used is daily

TOPIX log-returns from Jan. 2000 to Dec. 2002. Note that

estimated expected log-returns and standard deviations are re-

ported in annual rate.

The expected duration for each state is calculated as in the Table

9.2.

To State 1 To State 2 To State 3

From State 1 0.870 (6.41 × 10−2) 0.129 (9.71 × 10−2) 0.001 (1.12 × 10−1)

From State 2 0.001 (4.02 × 10−3) 0.512 (5.77 × 10−2) 0.487 (7.06 × 10−2)

From State 3 0.032 (1.94 × 10−2) 0.251 (4.41 × 10−2) 0.717 (4.57 × 10−2)

表 9.6 Estimated transition probabilities in the three state

HMM with the standard deviations in the parentheses. Data

used is daily TOPIX log-returns from Jan. 2000 to Dec. 2002.
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T=30 T=60 T=90

S0/K 0.9 1.0 1.1 0.9 1.0 1.1 0.9 1.0 1.1

BSCall 0.3440 3.1326 9.5032 1.0731 4.4309 10.2443 1.8003 5.4269 10.9491

Call(Y0 = e1) 0.3856 3.1073 9.5377 0.8987 4.1059 10.0663 1.4317 4.9054 10.5916

Call(Y0 = e2) 0.0676 2.2256 9.1923 0.3528 3.1528 9.5171 0.7160 3.8643 9.8944

Call(Y0 = e3) 0.0645 2.2115 9.1886 0.3384 3.1208 9.5019 0.6900 3.8203 9.8684

表 9.7 Numerical comparison of European call option prices be-

tween the Black-Scholes model in the first row and, the three

state HMM with three different initial states in the second, third,

and fourth row, respectively. Data used is from Jan. 2000 to Dec.

2002.
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図 9.4 Estimation results for the three state HMM. The figure

in the first row shows the TOPIX daily log-returns. The fig-

ures in the second, third, and fourth row show the occupation

probabilities by the first, second, and third states, respectively.
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図 9.5 The figure shows

the implied volatility

plotted against S0/K

computed from the three

state HMM with the

initial state being in

the first. Each curve

shows the result with

the maturity of 30 days

(o-marked), 60 days

(×-marked), and 90 days

(�-marked), respectively.
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図 9.6 The figure shows

the implied volatility

plotted against S0/K

computed from the three

state HMM with the

initial state being in

the second. Each curve

shows the result with

the maturity of 30 days

(o-marked), 60 days

(×-marked), and 90 days

(�-marked), respectively.
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図 9.7 The figure shows

the implied volatility

plotted against S0/K

computed from the three

state HMM with the

initial state being in

the third. Each curve

shows the result with

the maturity of 30 days

(o-marked), 60 days

(×-marked), and 90 days

(�-marked), respectively.
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Regitz

レジーム・スイッチング資産運用法を実装した
基本システムの開発

開発者: M.I.T. (石島博, 森泰樹, 谷山智彦)

平成 15年度 IPA 未踏ソフトウェア創造事業

10.1 概要, 目的, 及び背景

本研究プロジェクトは、市場で取引されている資産への投資を行なう際に

必要とされる 3つの手続き、すなわち－ (1)資産価値の評価、(2)運用ポー

トフォリオの構築・制御、(3)リスク-リターンの計測・管理－を汎用的かつ

明瞭・簡便に行なえる基本システムを、最新の金融工学に基づいて構築する

ことを目的とする。それは、計量的な手法により検出する経済シナリオ=レ

ジームに応じて、中長期的な将来に実現され得る資産運用のリスク-リター

ン成果を、現時点において明瞭に把握・制御可能なシステムである。このシ

ステムを通じて、先行き不透明感・不安感が覆う資産運用にイノベーション

をもたらし、もって安心して迎えられる豊かな未来社会に貢献することをよ
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り大きな目的とする。

本研究プロジェクトを行なう背景には、近年の株価の低迷やゼロ金利政策

のため、年金基金や保険会社は資金の運用にあたり十分な運用利回りが得ら

れないことに加え、機関投資家に大きなファンドの運用を任せてもリスクと

利回りの面の双方において満足の得られない状況にあることが挙げられる。

現在ではこの状況は更に悪化しつつあり、厚生年金基金が解散したり、保険

会社が予定利率を引き下げたりする状況にまで追い込まれている。一方、老

後に備えて「自己責任の原則」の下で運用を始めようと考えても、一般投資

家が安心して投資できるのは国債の購入ぐらいであるが、これも投資に値す

るリターンは得られない。

このような経済的、社会的に危機的かつ重大なこの資産運用問題に対し

て、金融工学のエンジニアとして具体的解決策を提示すべく、以下の特徴を

持つ資産運用システムを構築する:

• 株式という伝統的金融資産を対象とすることにより、従来システムと
比べた、本システムの有効性や可能性を提示しようとする点。

•「ケリー・ユニバーサル・ポートフォリオ理論 (KUP理論)」を実装し

た、資産運用の 3つの手続きを行なうための汎用的な資産運用システ

ムを構築する点。欧米においては、多くの優れた研究者がこの理論に

魅了され精力的に研究を続けている一方で、本理論を用いた実務上の

成功者も数多い。

• 資産取引市場には、好況・不況、強気 (bull)・弱気 (bear)など、リス

ク-リターン特性をスイッチングさせるレジームが存在し、これが運

用パフォーマンスに大きく影響を及ぼす。そのレジームを検出した上

で、KUP理論を適用し、従来では得られなかった投資機会を見出せ

る技術を実装する点。

• 中長期的な将来に実現され得る運用ポートフォリオのリスク-リター
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ン成果を、経済シナリオ=レジームを推定した上で、(a) 騰落率のシ

ミュレーション、(b)有効フロンティア上での視覚的なリスク-リター

ン・プロフィール制御、(c)目標額への期待時間等の算出、を行なう

ことにより計測・管理する点。

• 上記技術は、学術研究論文に基づいている点。また、実証研究を行
なった際に、提案するシステムの基礎となる計算エンジンを C++で

構築した。

• レジームを考慮したポートフォリオ選択理論、オプション価格付け理
論、株式・債券価格評価理論は、欧米の有力大学や NBER(米国民経

済研究所)・FRB(米連邦準備理事会)などにて盛んに研究され、その

成果がワーキングペーパーとして、また、その幾つかが有力学術誌に

掲載される黎明期にある。その最先端の研究成果を、世界に先駆けて

システム化する点。

• 資産運用システムの根幹である 3 つの手続き、(1) 資産価値の評価、

(2) 運用ポートフォリオの構築・制御、(3) リスク-リターンの計測・

管理に関して、他の追随を許さない世界レベルの汎用的な計算エンジ

ンの開発に注力する点。

• 汎用的な基本システムとして開発するため、インターフェースの切り
口を変えると、機関投資向け、個人投資家向け、不動産市場投資家向

けなど、システムの供給方法を多種多様に模索できる点。このデモ

ンストレーションが行なえる程度のインターフェースも併せて開発

する。

• 構築したシステムの利用の便を図り、また、実装する理論を広く世の
中に理解してもらうために、平易な書物を著し、システムとともに供

給する点。
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10.2 全体構成と動作環境

開発したソフトウェアの名称を Regitz (レジッツと読む) とする。そ

れは、”Comprehensive Asset Management System subject to Regime

Switching, Based on Information Technology in honor of Harry

Markowitz” の略称である。また、Legit (Legitimate) Portfolios とは、

現在のファイナンスでは用いられることは少ないが、「効率的 (合理的な)

ポートフォリオ」という意味で、現代ファイナンスのパイオニアである

Markowitzが使っていた用語にもかけている。

Regitzは、以下の構成によって成り立っている:

（A）インターフェース 

スタンダード版 FLASH Player上で動作するWebアプリケーション 

プロフェッショナル版 PHPによるWebアプリケーション 

 

ランキング・システム PHPと Javaアプレットによるランキング表示機能 

（B）データベース・サーバ 

 RegDB Red Hat Linux 9.0 PostgreSQL による株価データ

の格納、Apache+PHP によるデ

ータの取得機能 

（C）レジーム推定サーバ 

 Regio Windows XP Pro Visual C++によって書かれた推

定エンジンに、特定のポートから

XML形式で通信する 

（D）最適化サーバ 

 Optimo Windows XP Pro Visual C++によって書かれた最

適化エンジンに、特定のポートか

ら XML形式で通信する 

 

図 10.1 Regitzの構成

まず、(A) のインターフェースについては、その操作方法や対象ユーザ

などにより、主に 2 種類ある。1 つ目はスタンダード版とし、FLASH の
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Action Scriptによって制御されるインターフェースであるため、一般的な

ウェブ・ブラウザ（Internet Explorer 5.5以上、Netscape 6.0以上などで動

作確認済み）上に、Flash Playerがインストールされていれば、どの OSの

クライアント PC からでも動作する。2 つ目はプロフェッショナル版とし、

スタンダード版よりも多くの情報を提供するため、FLASHではなく、PHP

によるインターフェースとなっている。これも同様に、一般的なウェブ・ブ

ラウザがあれば、どの OSのクライアント PCからでも動作する。

また、後述するシステム B の機能として、ランキング・システムもイン

ターフェースに含まれる。これは、銘柄選びの補助となるものであり、この

システムも同様に PHPによって動作しているため、一般的なウェブ・ブラ

ウザ上から結果を見ることができる。つまり、インターネットに繋がってい

る PCであれば、特別な環境を必要とせずに、この Regitzの機能を使うこ

とができる。

次に、Regitzの内部では、(B)データベース・サーバ、(C)レジーム推定

サーバ、そして (D) 最適化サーバの 3 つの機能が、それぞれ XML 形式の

ファイルを介して通信を行っている。ユーザは、(A)インターフェースを用

いて、これら (B)(C)(D)の 3つのサーバ間の通信を行い、その結果を再び

(A)インターフェースに戻すことになる。

まず、(B)のデータベース・サーバについては、現状では OSは Red Hat

Linux 9.0で動作する PostgreSQLによって株価データと財務データを格納

している。また、このデータベース・サーバ上で Apacheと PHPが動作し、

PHP内の SQLによってデータベースにアクセスする構造になっている。

そして、(C) と (D) のレジーム推定サーバと最適化サーバについては、

Visual C++によってコーディングされたエンジンが、Windows XP Pro-

fessional 上で作動している。特定のポート (7777 番、7778 番) が開いてお

り、(B)のデータベース・サーバ上にある PHPから呼び出されて結果を返

すようになっている。
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10.3 動作環境

RegitzはWebアプリケーションであり、以下のサイトにアクセスするこ

とにより利用することが可能である。

Regitz URL: XXX (現在休止中)

10.3.1 クライアント側の環境

ユーザが、Regitzを利用する際には、基本的にはインターネットに接続で

きる PCがあれば十分である。Regitzは、一般的なウェブ・ブラウザ上で動

作するウェブアプリケーションであるため、特にクライアント側で特殊な設

定や機材が必要になることはない。ほとんどの場合、Internet Explorer 5.5

以上であれば問題なく動作する。

10.3.2 サーバ側の環境

開発者や管理者として、Regitz 全体をインストールし、運転するために

は、データベース・サーバ、レジーム推定サーバ、及び最適化サーバを構築

し、設定する必要がある。データベース・サーバは、PostgreSQLによって

構成される株価データベースと、それを取得するための PHPスクリプトが

動作する環境が必要になる。

レジーム推定サーバと最適化サーバは、十分な CPUパワーを持つWin-

dows PCに、Regioと Optimoを常にバックグラウンドで動作させる必要

があり、かつ特定のポートを開いて、クライアント PCからのリクエストを

待つ状態が必要になる。これら 3つのサーバは、ネットワークによって接続

されるものとする。
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10.4 スタンダード版 Regitzの操作方法

スタンダード版 Regitzは、Macromedia社の FLASH MXによって書か

れたウェブアプリケーションである。クライアント PCから、Regitzのホー

ムページ（休止中）にウェブブラウザでアクセスすることにより、その機能

を使うことができる。

また、ウェブ・ブラウザ上で動作するだけではなく、FLASH Player単体

のみで動作するバージョンもあり、インターネットに接続されている PCか

らならば、特殊な環境は一切必要ない。

このスタンダード版の大きな特徴は、マウスのクリックだけで全ての操作

をすることができることである。ポートフォリオの構築から、レジームの推

定、そして最適な投資配分の計算まで、クリックのみで進むことができる。

10.4.1 ポートフォリオの構築

ユーザが、ウェブ・ブラウザでスタンダード版 Regitzのページを閲覧す

ると、まずは下記のポートフォリオ構築画面が表示される。

ここでは、ユーザが好きな銘柄を 1つ以上選択し、ポートフォリオを構築

することになる。現状では、データベース・サーバに登録されている日経平

均株価に採用される 225銘柄から選択することになる。

銘柄の選択は、ユーザがポートフォリオ構築画面の左部分にある「銘柄分

類一覧エリア」から好きな分類をクリックすることにより、中央部分の「銘

柄一覧」に選択した分類の銘柄がリスト表示される。このリスト表示された

銘柄一覧の中から、ユーザが好みの銘柄を選択し、『追加』ボタンを押すこ

とにより、「ポートフォリオ構成銘柄一覧」に追加される。
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図 10.2 ポートフォリオ構築画面 1

図 10.3 ポートフォリオ構築画面 2

10.4.2 レジーム推定の実行

ポートフォリオの構築が終了したら、登録されたポートフォリオから、レ

ジームを推定するステップに進む。この場合のオプションとして、以下の

「レジーム推定オプション」というエリアがある。
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このエリアでは、レジーム数とデータを指定することができる。レジーム

数は、1～3 レジームまで選択でき、1 Regimes とは、レジームを考慮しな

いことを意味する。また、デフォルトでは、レジーム数は 2 が選択されて

いる。

また、利用するデータとして、日次データ、月次データ及び年次データを

選択できるオプションもあるが、現時点ではデータベース・サーバに月次

データのみが格納されているため、インターフェース上では表示するだけに

留まっている。

ここで、『レジーム推定の実行』ボタンを押すことにより、次のレジーム推

定結果の画面に進む。レジーム推定の実行は、FLASH が行うのではなく、

レジーム推定サーバにリクエストをし、その結果を FLASHが表示するに過

ぎない。そのため、推定が失敗した場合には、レジーム推定サーバが動作し

ていないことも考えられる。

10.4.3 銘柄の詳細画面

ポートフォリオの構築画面では、右図のように銘柄一覧部分には、『追加』

ボタン以外に、『詳細』ボタンがある。この『詳細』ボタンは、ユーザが銘柄

を選択する際の情報源となるものであり、このボタンをクリックすることに

図 10.4 レジーム推定オプション



208 第 10章 Regitz

より、新しいウィンドウが開く。

図 10.5 銘柄の詳細画面 1

図 10.6 銘柄の詳細画面 2

『詳細』ボタンをクリックすることにより、当該銘柄の詳細な情報が新し

いブラウザのウィンドウとして開く。これも同様に FLASHで作られたウェ

ブアプリケーションである。株価と出来高のグラフ上で、マウスをクリック

することにより、マウスに従って X軸と Y軸を示し、またその時点の株価

や出来高、その日付を表示する。この表示の ON/OFFの切り替えは、再び

グラフ上をクリックすることにより可能になる。

この銘柄詳細画面の下部には、データベース・サーバに格納されている当

該銘柄の情報が表示される。ここでは、基本的な財務データや PERや PBR

などの指標も見ることができる。

10.4.4 レジーム推定画面

このレジーム推定画面では、ポートフォリオ構築画面で作成した自分の

ポートフォリオの、レジーム推定結果を見ることが出来る。

ここでは、推定の結果である尤度や、各状態間の推移確率、それぞれのレ

ジーム毎のリターン (μ)とリスク (σ)を知ることができる。ここで表示され
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た数値から、それぞれのレジームの特徴が分かるようになっている。

また、レジーム推定結果のグラフとして、レジーム数が 2 あるいは 3 の

場合のレジーム滞留確率のグラフが上部に表示される。マウスでグラフをク

リックすることにより、マウスに沿った時点の日時とレジーム滞留確率が表

示されるようになっている。このグラフによって、それぞれの状態が、どの

ようにスイッチングしているのか見ることができる。まず、レジーム推定結

果の画面上部にある「レジーム推定結果グラフ」では、それぞれの時点にお

けるレジーム滞留確率を示している。

グラフ上でマウスをクリックすることにより、その時点における各レジー

ムの滞留確率、日付、そして、データが対応していればその時点における

ニュースを表示する。

図 10.7 レジーム推定画面
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また、下図のように、「レジーム推定結果」エリアでは、推定されたレジー

ム数、尤度、各レジーム間の推移確率を表示する。左図の場合は、2状態の

場合のため、レジーム Cについては、空欄となるが、レジーム Aと Bの場

合について、示されている。

さらに、右側の「ポートフォリオ構成銘柄リスト」のエリアでは、各銘柄

の各レジームにおけるパラメータを表示している。この部分では、それぞ

れ「レジーム無し」「レジーム A,B,C」の場合の推定結果を示し、リターン

(%)、リスク (%)、リスクの市場価格 (Sharpe Ratio)を表示する。リターン

図 10.8 レジーム推定結果グラフ

図 10.9

レ

ジ ー

ム 推

定

結果

図 10.10 ポートフォリオ構成銘柄についての推定結果
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とリスクについては、「レジーム無し」の場合と比較して、大きな場合は赤

色で、小さな場合は青色で表示される。

例えば、上記の場合では、トヨタ自動車はレジーム Aでは、ローリスク・

ローリターンであり、レジーム Bでは、ハイリスク・ハイリターンであるこ

とが示されている。

また、『詳細』ボタンを押せば、前述の詳細ウィンドウが立ち上がり、

『ニュース』ボタンを押せば、各銘柄のニュースが表示される画面が立ち上

がる。

10.4.5 最適投資配分の決定

図 10.11 有効フロンティア

図 10.12

ポ ー

ト

フ ォ

リ オ

ウ ェ

イト

前述したレジーム推定画面から、『最適投資配分の決定』ボタンを押すこ

とにより、最適化サーバに推定されたレジーム結果のパラメータが送信さ

れ、最適化が正常に終了した場合、上記の最適投資配分の決定画面に進む。

この画面では、左側に「有効フロンティアのグラフ」エリアがあり、それ
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ぞれレジーム無し、レジーム加重、レジーム A,B,Cの有効フロンティアが

描かれる。この有効フロンティアは、MV平面上に描かれ、それぞれのポイ

ントがマウスでクリックできるようになっている。

このポイントをクリックすることにより、左図のように、各銘柄への最適

な投資配分が分かるようになっている。

ユーザは、この最適な投資配分から、ポートフォリオを構築することが

できる。さらに、スタンダード版では、まだ未実装であるが、ポイントをク

リックすることにより、その投資配分における将来の株価予測を示すことが

できる。
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10.5 プロフェッショナル版 Regitzの操作方法

プロフェッショナル版 Regitzは、スタンダード版では表示されていない

パラメータを含む、全てのパラメータを表示するものであり、FLASHを用

いた簡易なインターフェースではなく、PHPによるウェブアプリケーショ

ンとなっている。

プロフェッショナル版の目的は、基本的な銘柄選びの指針となる上に、全

ての情報を詳細に示すことにある。現段階では、単一銘柄の分析のみである

が、将来的にはポートフォリオ全体の市場価値に関する分析に対応する。

10.5.1 景気予報機能

プロフェッショナル版の Regitzは、銘柄を選択すると（現在は、単一銘

柄のみ）、以下のようなウィンドウを開く。

図 10.13 景気予報 1
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ここでは、プロフェッショナル版の Regitzウィンドウ内の上方から順に

説明していくが、まず、当該銘柄の株価グラフと、直近価格、名称などの基

本的な属性を示す部分がある。

その下には、「景気予報」エリアがあり、「晴れる確率」と「曇りの確率」

を示している。この「晴れ」と「曇り」は後述する期待成長率によって判別

し、期待成長率が大きな方が「晴れ」、小さな方が「曇り」としている。そし

て、現時点を tとすると、t+1時点で、それぞれのレジームに滞留する確率

（プレディクター）を表示するようになっている。つまり、厳密に言えば、天

気予報のように「100回あれば 16回は晴れ」というものではなく、「晴れの

レジームに滞留する確率が 16 %」という意味を示す。例えば、先ほどの例

では、日経平均株価の次の時点（2003年 2月末）において、晴れるレジーム

にいる確率が 16.66 %であり、曇りのレジームにいる確率が 83.33 %であ

ることを示している。

10.5.2 レジーム推定結果

　景気予報エリアの下部には、「レジーム推定結果」を示すエリアがある。

ここでは、レジーム推定の結果が示されている。ただし、プロフェッショナ

ル版では、推定された結果を直接データベースから読み込んでいるため、毎

回推定を行っているわけではない。そのため、迅速に推定結果を表示させる

ことができる。

ここでは、レジーム 1とレジーム 2について、2状態を考慮した場合の推

定結果を示している。上記の図からは、レジーム 1 が曇りであり、レジー

ム 2が晴れであると判別され、さらにそれぞれのレジームのパラメータであ

る期待値と標準偏差、期待倍率、直近の滞留確率、翌月の予想確率が示され

ている。グラフでは、レジーム滞留確率と対数収益率の時系列グラフ、それ

ぞれのレジームのMV平面プロット図が示されている。このグラフからは、
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図 10.14 景気予報 2

レジーム 1がハイリスク・ローリターン、レジーム 2がローリスク・ハイリ

ターンであることが分かる。

10.5.3 パフォーマンス予測

図 10.15 ポートフォリオのパフォーマンス予測
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レジーム推定結果の下部には、「パフォーマンス予測」のエリアがある。

この部分では、ユーザが初期投資額を入力し、さらに目標金額を設定するこ

とにより、その目標金額に到達するまでの期待時間を表示する。

デフォルトでは、初期投資額は 100、目標金額は 150であり、想定するレ

ジームは、加重レジームを想定する。この想定するレジームとは、今後、ど

のレジームが続くか、というものをユーザが想定するものであり、レジーム

1、レジーム 2、加重レジーム、レジーム無しの 4つのパターンから選択する

ことができる。　入力パラメータを変更した場合には、『再計算』ボタンを

押すことにより、再計算される。

エリア右にあるグラフは、黒の実線が予想される初期投資額の期待パ

フォーマンスを表し、黒の破線が信頼区間 95 % の予測を示す。赤の破線

は、目標金額である。ここでのグラフは、月次で示され、1年間先までのパ

フォーマンス予測を示している。

10.5.4 財務データ一覧

プロフェッショナル版でも、スタンダード版と同じデータベースを用いて

いるため、スタンダード版と同様に、財務データや株価の指標などを最下部

に表示する。

10.6 ランキング・システム

スタンダード版 Regitzやプロフェッショナル版 Regitzを補完する役割と

して、システム Bを提示したが、本ランキング・システムは、システム Bの

1つのシステムである。

このランキング・システムは、事前に全ての銘柄の推定を終えたものを、

ウェブ・ブラウザに表示するものであるため、クライアント PCに特殊なア

プリケーションなどは一切必要ない。
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ランキングのページから、「レジーム無し」「1資産 2レジーム」「2資産 2

レジーム」などの、それぞれの推定結果のページに接続すると、以下の図の

ような画面になる。

図 10.16 ランキングシステム
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左の図は、レジームを考慮した場合の、1資産のランキングを示したもの

である。画面上部には、Javaアプレットで描かれたMV平面が示され、そ

れぞれの点をクリックすると、その銘柄の詳細が表示される。

このランキングは、現在のレジームにおける Doubling rate（期待成長率

の対数値）によって順位付けられたもので、レジームを考慮した場合と考慮

しない場合では、全く異なったランキングとなる。

これは、レジームを考慮することにより、新しい投資機会を発見できるこ

とに他ならない。
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付録 A

付録

A.1 最尤推定量について

A.1.1 対数収益率が多次元正規分布に従う場合の最尤推定量

(Step 1) 尤度関数を求める

対数収益率X が, 以下のようなパラメータと, 密度関数を持つ p次元正規

分布に従うとする:

• X ∼ Np (μ,Σ) ,

• p.d.f. : f(x) =
1

(2π)
p
2 |Σ|1/2

exp
[
−1

2
(x − μ)′Σ−1 (x − μ)

]
.

ここでX の実現値として, N 個のサンプルが市場において観測されたとし,

これを {X1, . . . ,Xα, . . . ,XN} とする. このサンプルに関して,

Xi ∼
I.I.D.

Np (μ,Σ)を仮定する. このとき, 尤度関数L は,

L = ΠN
α=1f (xα |μ, Σ) =

1

(2π)
pN
2 |Σ|N

2

exp

[
−1

2

N∑
α=1

(xα − μ)′Σ−1 (xα − μ)

]
.

上式で両辺の対数をとれば, 対数尤度が得られる:

log L =
N∑

α=1

log f (xα |μ, Σ) = −
(

pN

2
log 2π +

N

2
log |Σ|

)
− 1

2

N∑
α=1

(xα − μ)′Σ−1 (xα − μ) .
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(Step 2) パラメータ μの最尤推定量

ここで,

x̄ =
1
N

N∑
α=1

xα ,

A =
N∑

α=1

(xα − x̄) (xα − x̄)′ .

を定義する. このとき,

N∑
α=1

(xα − μ) (xα − μ)′ =
N∑

α=1

(xα − x̄) (xα − x̄)′ + N (x̄ − μ) (x̄ − μ)′

= A + N (x̄ − μ) (x̄ − μ)′ ,

が成立する. よって,

N∑
α=1

(xα − μ)′Σ−1 (xα − μ) =
N∑

α=1

tr
(
(xα − μ)′Σ−1 (xα − μ)

)

=
N∑

α=1

tr
(
Σ−1 (xα − μ) (xα − μ)′

)

= tr

(
Σ−1

N∑
α=1

(xα − μ) (xα − μ)′
)

= tr
(
Σ−1

{
A + N (x̄ − μ) (x̄ − μ)′

})
= tr

(
Σ−1A

)
+ Ntr

(
(x̄ − μ)′Σ−1 (x̄ − μ)

)
よって, 対数尤度関数は,

log L (μ,Σ) = −
(

pN

2
log 2π +

N

2
log |Σ|

)
− 1

2
tr

(
Σ−1A

) − N

2
(x̄ − μ)′Σ−1 (x̄ − μ)

≤ −pN

2
log 2π +

1
2

(−N log |Σ| − tr
(
Σ−1A

))
,

但し等号は, μ = μ∗ = x̄のとき成立する. 従って, 対数尤度関数を最大化す

る μは, μ∗ = x̄ = 1
N

∑N
α=1 xα である.
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(Step 3) パラメータΣの最尤推定量

一方, 対数尤度関数を最大化する Σは, μを μ∗ に固定した対数尤度関数,

つまり,

log L (μ∗,Σ) = −pN

2
log 2π +

1
2

(−N log |Σ| − tr
(
Σ−1A

))
,

あるいは, Σを含む項だけを考えた関数,

g (Σ)
�
=−N log |Σ| − tr

(
Σ−1A

)
,

を最大化する Σである. それがどのように与えられるかを示したのが, 以下

の補題 (Anderson, 補題 3.2.2.)である.� �
Lemma A.1.1 n 次元対称行列 Σ と A が正定値を持つとき, g (Σ)

は,

Σ = Σ∗ =
1
N

A =
1
N

N∑
α=1

(xα − x̄) (xα − x̄)′ ,

のときに最大化される. �

� �
以上の (Step 2), (Step 3) より, 対数尤度関数を最大化するパラメータ

{μ,Σ}は,

{μ∗,Σ∗} =

{
1
N

N∑
α=1

xα ,
1
N

N∑
α=1

(xα − x̄) (xα − x̄)′
}

使える結果

補題 3.2.2. のインプリケーションは何か, を考えてみる. Σ∗ は, 関数

g (Σ)を Σについて 1階偏微分してOとなるようなΣだから,

∂ g (Σ)
∂ Σ

= −N
∂ log |Σ|

∂ Σ
− ∂ tr

(
Σ−1A

)
∂ Σ

= O

⇐⇒ NΣ−1 +
∂ tr

(
Σ−1A

)
∂ Σ

= O
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⇐⇒ NΣ + Σ
∂ tr

(
Σ−1A

)
∂ Σ

Σ = O .

一方, 補題 3.2.2.より,

NΣ − A = O .

上の 2式は, 等しくなければならないから,

Σ
∂ tr

(
Σ−1A

)
∂ Σ

Σ = −A

⇐⇒ ∂ tr
(
Σ−1A

)
∂ Σ

= −Σ−1AΣ−1

� �
Corollary A.1.1 (使える系) Aを対称行列とする. このとき,

∂ tr
(
Σ−1A

)
∂ Σ

= −Σ−1AΣ−1 .

� �

A.1.2 対数尤度関数のダイレクトな偏微分

「使える系」を用いれば, 対数尤度をパラメータ {μ,Σ}に関して, 直接偏

微分することができる. 対数尤度関数は,

log L =
N∑

α=1

log f (xα |μ, Σ) = −
(

pN

2
log 2π +

N

2
log |Σ|

)
− 1

2

N∑
α=1

(xα − μ)′Σ−1 (xα − μ)

��������������������������

.(1.1)

上式の
����

部について,

N∑
α=1

(xα − μ)′Σ−1 (xα − μ)
����������������������

=
N∑

α=1

tr

⎛
⎜⎝(xα − μ)′︸ ︷︷ ︸

A とする

Σ−1 (xα − μ)︸ ︷︷ ︸
B とする

⎞
⎟⎠ (

...
��
部はスカラーより

)

=
N∑

α=1

tr
(
Σ−1 (xα − μ) (xα − μ)′

)
(... tr(AB) = tr(BA) より)

= tr

(
N∑

α=1

Σ−1 (xα − μ) (xα − μ)′
)
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= tr

(
Σ−1

N∑
α=1

(xα − μ) (xα − μ)′
)

よって, 対数尤度関数は,

log L =
N∑

α=1

log f (xα |μ, Σ) = −
(

pN

2
log 2π +

N

2
log |Σ|

)
− 1

2
tr

(
Σ−1

N∑
α=1

(xα − μ) (xα − μ)′
)

.(1.2)

よって, (1.1)式を, μについて偏微分すれば,

∂

∂μ
log L (μ,Σ) =

N∑
α=1

Σ−1 (xα − μ) = 0

...μ∗ =
1
N

N∑
α=1

xα .

また, (1.2)式を, Σについて偏微分すれば,

∂

∂Σ
log L (μ,Σ) = −N

2
∂

∂Σ
(log |Σ|) − 1

2
∂

∂Σ

(
tr

(
Σ−1

N∑
α=1

(xα − μ) (xα − μ)′
))

= −N

2
Σ−1 +

1
2
Σ−1

(
N∑

α=1

(xα − μ) (xα − μ)′
)

Σ−1 = O

... Σ∗ =
1
N

N∑
α=1

(xα − μ) (xα − μ)′ (1.3)
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