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要旨

本稿は、Epstein=Zin 効用を有する投資家が長期にわたる消費と投資の意思決定を行うと

き、各期の消費水準と貯蓄を運用するポートフォリオの構成が、２つのタイプのリスク、

すなわち Across States および Across Peirods の消費変動リスクに対するリスク回避の程度

に応じて、どのように決定されるのか、Campbell and Viceira(2002)の対数線形化の手法を

用いて分析するものである。

本稿の主要な貢献は以下の通りである。(1)これまで、長期の消費･投資決定において、

消費･富比率が一定になる必要条件として、異時点間限界弾力性(EIS)が１となることが明

らかにされているが、本稿では、新たに任意の EIS の水準において、消費･富比率を一定

にする相対的リスク回避度の水準が存在することを明らかにした。(2)投資機会集合が変

動し、インフレが存在する経済において、本稿は、インフレ連動短期債、インフレ連動長

期債、名目短期債、名目長期債、株式という５種類の証券へ同時に投資可能な状況を初め

て分析した。その結果、上記の長短２種類のインフレ連動債への投資が可能な状況では、

名目長期債への需要はほとんど消滅すること、また、インフレ連動短期債のショートのも

とで、投資機会集合の変動に対するヘッジ機能に優れた株式とインフレ連動長期債への投

資に 100％を超える投資需要が存在すること、(3)したがって、現在まだ個人投資家にはな

じみの薄いインフレ連動債への投資が可能になれば、大量の資金が名目債から長期インフ

レ連動債へシフトし、長期国債価格が暴落する恐れがあることが明らかになった。
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はじめに

本稿は、Epstein=Zin 効用を有する投資家が長期投資を行うとき、各期の期初における消

費と貯蓄の意思決定、および、貯蓄の具体的運用としてのポートフォリオ運用が、２つの

タイプのリスク、すなわち Across States および Across Peirods の消費変動リスクに対し

て、どのように決定されるのか、Campbell and Viceira(2002)の対数線形化の手法を用いて

分析するものである。

本稿の構成は次の通りである。第１節では、効用関数と長期における投資機会集合に関

する仮定を整理する。第２節では、消費とポートフォリオ決定についての擬似最適解を求

めため、予算制約、ポートフォリオ収益率、および最適化条件を、Campbell らに従って

対数線形化する。第３節では、複数のリスク資産を投資対象として想定して、それらの資

産への最適な投資配分について、疑似最適解を導出する。第４節では、投資機会集合が変

動するもとでの金融資産の期待収益率を５種類の資産（名目短期債、実質短期債、名目長

期債、実質長期債、株式）について導出する。第５節は、長期における投資と消費の意思

決定問題は一般には独立に解くことができず、両者は互いに依存する形で行われることを

確認する。第６節は、５種類の金融資産が同時に投資可能な状況を想定し、Epstein-Zin 効

用をもつ投資家が、どのような消費水準とポートフォリオを需要するか、数値実験を試み

る。リスク回避に関するパラメター、すなわち、RRA や EIS の水準を種々変えて、比較

静学分析を行った。第７節は、本稿を総括するとともに、数値実験では捨象した労働所

得・人的資産、およびリスク資産価格の平均回帰性の消費と投資における影響について考

察する。

1. Epstein=Zin 効用を用いた多期間の最適消費と最適投資の考え方

Across States と Across Periods の２つのタイプのリスクを分離して扱うことのできる、

最も操作性に富む効用関数として、Epstein=Zin 効用がある。本稿で取り上げる Campbell

and Viceira(2002)は、この効用関数を用いて、多期間における最適消費と最適投資を分析

しているが、以下ではまず、彼らが依拠する仮定群を列挙しておこう。

①投資家の効用関数は Epstein=Zin 型とする。彼は無限に生き、その生涯効用を最大

化しようとする。

②無リスク利子率は実質ベース（消費財単位）で考える。、無リスク利子率は、各期

の期初にはその期末に実現する値は確定している。期が変わると、その期初に実現

した世の中の状態に応じて無リスク利子率は変化するが、その変化をそれ以前には

予測することはできない。後述することであるが、名目利子率、すなわち、１期間

後に「円」という貨幣単位で確定した収益をもたらす資産の利回りは、その収益に

よって購入できる消費財の量が、インフレーションの影響をうけ変動するので、多

期間においてはもはや「無リスク」ではない。以下では、混乱が生じない限りにお

いて、実質無リスク利子率を単に無リスク利子率とよぶ。
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③リスク資産は複数存在し、各期の単利グロス表示の投資収益率は対数正規分布に

従い、その対数分散、各資産間の対数共分散も一定とする。（このとき、連続複利表

示の投資収益率は正規分布に従い、その分散、各資産間の共分散も一定となる。）ま

た、リスク･プレミアムは時間を通じて一定と仮定する。その結果、リスク資産の期

待収益率は、無リスク利子率の変動と完全相関しながら変動することになる。

④各期の投資家の消費水準もまた対数正規分布に従い、その対数分散は一定である。

このとき、各期の消費水準の連続複利表示成長率は正規分布に従い、その分散は

一定である。

⑤すべての期間において労働所得は存在しない。

①は、最適消費と最適ポートフォリオを解析的に明らかにするための単純化の仮定であ

る。③および④の仮定もまた、解析的な分析を可能にするためにおいたものであるが、こ

れらは非常に強い制約である。無リスク利子率の変動とすべてのリスク資産の期待収益率

が完全相関するという状況は、現実には成立していない。また、分散・共分散構造が変化

しないという仮定は、リスク資産の投資収益率が長期において平均回帰的傾向をもつとい

う重要な経験的事実に反するものである。仮定⑤によって無視した労働所得は、富を築い

ていくための人的資本の構成要素であって、現実の消費および投資決定を大きく左右する

はずである。したがって、以下の分析で得られる結論の評価は、別途、これらの現実に反

する仮定がもたらす影響を慎重に考慮したうえでなされるべきである。

はじめに、投資家が直面する意思決定問題を明確に表現しておこう。まず、無リスク資

産への投資が可能である状況を仮定して、予算制約をみる。投資家が毎期期初に選択する

変数は、第 t 期においては、その期の消費 tC と N 種類のリスク資産への投資比率を表す

N 次元ベクトル tω の２つである。消費を決定すればその残りは貯蓄となるが、そのうち

どれほどの割合をリスク資産に投資配分するかを決め、 tω を決定すると、無リスク資産

への投資比率は残余ゆえ  1 t1ω となる。1は要素がすべて１の N 次元ベクトルであり、

以下では集計ベクトルとよぶ。また、「' 」は転置を表す。したがって、時点

  ,,2,1,0 t における投資家の意思決定は、 1 、 1 の場合の Epstein=Zin 効用関

数を使って、
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0tW W  0t (1c)

と定式化できる。1

1(1a)式は 1  、 1  を仮定しているが、 1  あるいは 1  の場合についていえば、

Epstein and Zin(1991)の定式化には誤植があると考え、Epstein＝Zin効用関数が連続となる

ように同関数を定義する。その結果、(1a)式に基づいて求めた消費およびポートフォリオ
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ここで、Across States のリスクに対する回避度が ( 0)  、Across Periods のリスクに対す

る回避度は  0  の逆数で与えられ、 は相対的リスク回避度、 は異時点間代替弾力

性(EIS)である。また、δは０と１の間の実数値をとる主観的割引因子であり、δが小さい

ほど期先の消費から得られる効用は大きく割り引かれる。すなわち δは、同じ消費量であ

れば、今日の消費のほうが将来の消費より大きな効用があるという投資家の時間選好を表

わすパラメターである。

制約条件式(1b)を解釈すると、時点 t に消費を行った後の貯蓄が投資資金  tt CW  であ

り、これを株式等のリスク資産へ tω 、１期間後に満期が来る、無リスクの割引国債に

 1 tω 1 の比率で投資し、運用する。2リスク資産の投資収益率が N 次元確率変数ベクト

ル 1tR 、無リスク資産の確定した収益率が tfR , であり、このアセット･ミックスは次期の

期初時点 1t に実現する確率変数 1

~
tW で表される富をもたらす。また、時点０における

富は外生的に確定値 0W で与えられる、と仮定している。

投資家は第t期の期初において、その時点tから永遠の将来までを考え、生涯効用を最

大化するような最適な消費
*

t tC C と最適な投資比率
*

t tω ω を決定する。そして、この

決定問題を、各期初を迎えるごとに、永遠に解いていくのである。これらの選択変数に付

した添え字アステリスク（*）は効用を最大化するという意味において「最適」であるこ

とを示している。

2. 対数線形化によるリスク・プレミアムの導出

(1a)式の目的関数は複雑な非線形の関数形をしているので、上述の制約条件のもとで解

析的に解を求めることは、絶望的である。計算機の性能向上により、数値解析によって解

を求めることが可能な場合であっても、経済学的な解釈を得るためには、やはり解析解が

望ましい。そこで、Campbell and Viceira (1999a)は疑似解析解を得る方法として、対数線

形近似(Log-Linear Approximation)による方法を提案した。これは、予算制約と目的関数の

もとでの最適条件の両方を線形化し、両者を連立して最適解、あるいはその近似解を求め

るものである。その計算の過程については、Campbell and Viceira(1999b)の未公刊

の最適解は、 1  、 1  の極限の場合の最適解を特殊ケースとして含む。したがって、

1  あるいは 1  のケースの結果は、、本節の結果において、 1  、 1  の極限をとれ

ば得ることができる。
2ここの記述において投資対象としての存在を仮定している長期投資での無リスクの割引国

債とは、厳密にいえば、割引債の額面を消費財１単位と設定する理論的な意味でのインフ

レ連動型債券である。日本政府は、インフレ連動型債券とは商品設計の若干異なる同様の

債券を発行し、主として機関投資家が参加する市場に投入して物価連動債という呼称を与

えているが、本稿ではインフレ連動債と統一してよぶ。
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Appendix およびそれを訳出した翻訳書(2005, pp.227-229)において述べられているので、こ

こではその詳細には立ち入らず、対数線形化の論理を中心に解説することにする。

まず、予算制約の線形化からみよう。任意の時点 t において、リスク資産と無リスク資

産から構成したポートフォリオが１期間後にもたらす投資収益率を、

    , 1 1 ,1 1 1p t t t t f tR R       ω 1 R ω 1  (2)

と表すことにする。上式で、 , 1p tR 
 はアセット・ミックスの単利ネット表示の投資収益率

である。まだ、投資比率は、最適化問題を解いた解ではないので、 tω にも、 , 1p tR 
 にも、

アステリスクは付していない。このとき、予算制約式(1b)は、

    1
1 , 1 , 11 1 1t t

t t t p t p t
t t

W C
W W C R R

W W


  

 
       

 


  

となるが、上の右式を対数化して、その左辺を ttttt wwWWw   111
~ln

~
ln~

と表せ

ば、

 1 , 1 ln 1 t tc w
t p tw r e 
      (3)

となる。ここで、  , 1 , 1ln 1p t p tr R    であり、単利グロス表示の収益率を連続複利表示に

対数変換しており、小文字を用いている。同様に  ln / ln lnt t t t t tc w C W C W    である。

(3)式は非線形の形をしており、このままでは操作が困難である。そこで、同式右辺の

線形近似を考える。 t tc w y  とおき、その無条件期待値を  E t tc w y   と表す。3このと

き、

      ln 1 ln 1
y y yye e g y
 

   

と表現できるので、これを y の周りでテーラー展開すると、

          ln 1
1

y
y

y

e
g y g y g y y y e y y

e
      



と近似できる。ここで、

 1 ln 1ye y        (4)

とおき、上の近似式へ代入すると、

3時点tでは t tc w は確定値であるが、時点tでの情報集合に制約されない、無条件の期待値

演算においては確率変数である。ここでは、期待値演算の対象となる変数であることを明

示するためにティルダ  ～ を付した。
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     
1 1 1

ln 1 ln ln ln 1ye y y y
  

  
  

  
       

1
1 ,k y



 
   

 

ただし、  
1

ln ln 1 , t tk y c w


 



     (5)

を得る。 を対数線形化パラメターとよぶ。上式を(3)式の右辺第２項へ戻すと、予算制

約式は、

 1 , 1

1
1t p t t tw r c w k


 

 
      

 
  (6)

と線形に近似され、  および k は、

 E
1 t tc -w

e  
 

[(4)]

 



 


 1ln

1
lnk [(5)]

と定義される。  E t tc w  は、時点 t の消費･富比率の対数値についての無条件期待値であ

るから、 10   である。4

次に、ポートフォリオ収益率の対数線形近似を行う。まず、もっとも簡単なケース

として、２資産からなるポートフォリオを考える。これら２つを、今後の記法の整合

性を考慮して第０資産および第１資産とよび、単利ネット表示の投資収益率をそれぞ

れ 0, 1tR 
 、 1, 1tR 

 とする。いま、第０資産もリスク資産であると想定して、その投資収益

率を確率変数表示するが、その特殊ケースとして 0, 1 ,t f tR R  、すなわち第０資産が無

リスク資産であると考えることもできる。

時点 tにおいて決定する第１資産への投資比率を t 、第０資産への投資比率を1 t と

すれば、ポートフォリオのグロスの投資収益率は、

4ここで、既存の文献に掲載されている対数線形化パラメターを含む k の関数形には重大な誤

りがあることを指摘しておく。Campbell, Lo, and MacKinlay(1999, p.261)および同翻訳書(2003,

p.273)、Campbell and Viceira(1999a, p.442)、Campbell and Viceira(2001a, p.111)、Campbell and

Viceira(2002, p.35)および同翻訳書(2005, p.55)、Campbell, Chan, and Viceira(2003, p.48)のすべて

において、本稿の(5)式にあたる k の関数形として、誤植によってか、あるいは別の意図があ

ってか、  
1

ln 1 lnk


 



   が一貫して掲載されている。第５節で明らかにするが、最適投

資比率は誤った対数線形近似パラメター k の定式化のもとでもほとんど影響を受けないもの

の、最適消費･富比率は深刻な影響を受けることになる。
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    , 1 1, 1 0, 11 1 1 1p t t t t tR R R           , 1 1, 1

0, 1 0, 1

1 1
1 1

1 1

p t t
t

t t

R R

R R


 

 

  
       

 

 

と表される。上の右式両辺の対数をとり、予算制約式と同じ要領で対数線形近似すると、

  2
, 1 0, 1 1, 1 0, 1 1, 1 0, 1 1, 1 0, 1

1 1
Var Var

2 2
p t t t t t t t t t t t t tr r r r r r r r                             (7)

を得る。これが２資産ポートフォリオの第０資産に対する超過投資収益率である。

この近似式を、N 資産からなる連続複利表示の投資収益率ベクトル 1 1, 1 , 1t t N tr r  
   r  

に拡張するのは容易である。添え字０で表される第０資産は残し、第１資産の投資収益率

を N 個のリスク資産の投資収益率ベクトルに置き換えると、

  2
, 1 0, 1 1 0, 1

1 1

2 2
p t t t t t t t t t tr r r         ω r 1 ω σ ω Ω ω    (8a)

となる。ただし、

2
1, 1 0, 1 , 1 0, 1Var Vart t t t t N t tr r r r   

          σ     (9a)

1, 1 0, 1 1, 1 0, 1 2, 1 0, 1 1, 1 0, 1 , 1 0, 1

2, 1 0, 1 1, 1 0, 1 2, 1 0, 1 2, 1 0, 1 , 1 0

Var Cov , Cov ,

Cov , Var Cov ,

t t t t t t t t t t t N t t

t t t t t t t t t t t N t
t

r r r r r r r r r r

r r r r r r r r r r

         

        

              

          Ω

         

          , 1

, 1 0, 1Var

t

t N t tr r



 

 
 
    
 
 

     

 

 

(9b)

である。 2
tσ 、 tΩ は、連続複利表示の投資収益率の母数なので、煩雑ではあるが、ドット

(・)を付して、単利表示投資収益率と区別している。1は集計ベクトル、 tΩ は N×N の共

分散行列である。

予算制約式と投資収益率の対数線形近似を終えたので、次の段階として、目的関数であ

る Epstein＝Zin 効用関数について、その最適化１階条件を対数線形化する。この作業によ

って、任意のリスク資産について、そのリスク・プレミアムを表現することが可能となる。

まず、多期間での、資産価格決定の核心的公式 （The Central Asset Pricing Formula）は、

 , 1 , 11 E 1t t t i tM R 
   
  (10a)]

 
 

1

, 1

C t

t t

C t

U C
M

U C




 



 (10b)

である。ここで、 11 i ,tR   は、任意の資産 i の、時点 t から t+1 までのグロス単利表示の

投資収益率、 , 1t tM 
 は１期間のプライシング・カーネルであり、資産 i の時点 t+1 に実現

する将来収益を、時点 t における現在価値に対応させる正値確率変数である。(10a)式が意

味することは、右辺期待値記号の中のグロス表示単利表示投資収益率は、その資産１円が
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もたらす将来収益に他ならないから、当然、その現在価値は左辺の１円でなければならな

い、ということである。(10b)式は、代表的経済主体の異時点間限界代替率であり、代表

的経済主体モデルにおけるプライシング・カーネルの特定に対応しているが、 (10a)式の

ほうは、どのような資産価格決定モデルでも必ず満たさねばならない方程式である。

(1a)式の Epstein＝Zin 効用のもとでのプライシング・カーネル , 1t tM 
 の具体的な関数形

は、

1 1

1
1

1

1

1

t
t ,t

t p t

C
M

C R ,











  


 
   
           

 





ただし、 1 , 1 ,

 
1

1 1/










(10c)

である。ここで、 tC および 1tC

 はこの投資家の第 t 期、第 t+1 期における最適消費であり、

1p tR ,



 は、この Epstein=Zin 効用で表される投資家が効用を最大化すべく、最適に構成した

ポートフォリオの単利ネット表示の投資収益率である。その最適ポートフォリオ比率 t
ω

は、当然、利用可能な投資対象資産のメニューによって異なってくる。5 (10c)式のプライ

シング・カーネルを(10a)式へ代入した式が、Epstein=Zin 効用をもつ投資家にとっての異

時点間の最適条件であり、次の作業は、この最適条件を線形化することである。

最適条件の線形化はこれまでのようなテイラー近似ではなく、プライシング・カーネル

を与える(10c)式に現れる確率変数に、対数線形化が可能となる確率分布を仮定する方法

を採用する。すなわち、確率変数 1tC 

 、  , 11 i tR   、  , 11 p tR

  が対数正規分布に従うと

仮定するのである。このとき、確率変数の積もまた対数正規分布に従うので、(10c)式よ

り 1t ,tm  も対数正規分布に従う。さらに、最適条件を表す(10a)式の期待値記号の中の確率

変数の積もまた対数正規分布に従うので、容易にその期待値を求めることができる。その

うえで両辺の対数をとり、資産 i の期待収益率について表したのが次式である。

 , 1 1 , 1ln 1t i t t t t p tr c r


  


 
  

                 
  

 1 , 1 , 12

1
Var 1

2
t t p t i tc r r   



 
  

       
   (11)

上式は無リスク資産を含む任意の資産について成立するので、第０資産として、i＝0

を代入した式を上式から辺々差し引き、消費に関わる項 1tc  をプライシング・カーネル

を利用して消去し、第０資産に対する期待超過収益率を求めると、

, 1 0, 1 , 1 0, 1

1
Var

2
t i t t t i t tr r r r               

5もし、代表的経済主体の存在を仮定できるならば、彼の最適ポートフォリオは市場全体、す

なわち、市場ポートフォリオとなり、 1 1p,t M ,tR R
   と表現できる。
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 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1
1

Cov 1 Cov Covk
t p,t i ,t ,t t p,t k i ,t ,t t i ,t ,t ,t

k

r ,r r r ,r r r r ,r  


 
         



  
              

   
        

(12)

を得る。上式左辺は、第 i リスク資産の第０資産に対する単利表示の期待超過収益率に等

しく、対数正規分布の期待値ゆえ、対数平均に対数分散の1/ 2倍を加えている。さて、上

式右辺の第２項の共分散項であるが、これは、

 1 1 0 1 1 1 1 0 1
1 1

Cov Cov E Ek k
t p,t k i ,t ,t t t t p,t k i ,t ,t

k k

r ,r r r ,r r 
 

 
        

 

      
         

         
       (13)

と表現することができる。ここで、       1 1E E E Et t t tX X X    の意味である。

上式は期待値の繰返し公式で登場する塔状性(Tower Property)の応用であり、数学的には

自明な関係といえる。6しかし経済学的には、(13)式右辺の表現は重要な意味をもつ。すな

わち、これは確率変数 X について、時点 t で利用可能な情報のもとで計算した期待値

 Et X が、その後の情報の流入にともなって時点 t+1 で再計算した期待値  1E t X までど

れほどの変化をするか、投資家の合理的な期待形成自体の予期せぬ変化を表していると解

釈できるからである。したがって、(12)式右辺第２項は、第 i リスク資産のリスク・プレ

ミアムと、最適ポートフォリオに関する合理的期待の変化との共分散を表すと解釈するこ

とができる。

さて、以下では、第０資産をベンチマーク資産とみなし、リスク・プレミアムをリスク

資産とベンチマーク資産の期待収益率の差と定義する。第０資産（ベンチマーク資産）と

してどのリスク資産を選ぶかは任意であるが、本稿冒頭で掲げた仮定③により、リスク資

産のグロス単利表示投資収益率の対数分散、リスク・プレミアム、および、リスク資産間

の対数共分散は時間を通じて一定である。この非常に制約的な仮定をおく結果として、多

期間モデルを特徴付ける投資機会集合の変動をもたらす要因は、他の経済変数に求めざる

をえなくなる。そのため Campbell らは、かなり強引ではあるが、短期無リスク利子率と

完全相関する状態変数の存在を仮定し、その単一の状態変数によって、投資機会集合の変

動が完全に記述できるとするのである。

(12)式の右辺第２項、すなわち、(13)式の共分散項をみると、その右辺には最適ポート

フォリオ収益率に関する期待形成の変化     tt 1 が現れている。上述した理由で、

6時点t＋1における期待値演算を含む  1( )t t X  は、時点tにおいては確率変数である。し

たがって、         1 1 1Cov E E , Cov E E , Cov E ,t t t t t t t tX Y X X Y X Y              

    1E E Et t tX Y Y        E E Cov ,t t tX Y Y X Y     が成立する。



９

この多期間における期待形成の変動がすべて無リスク利子率の変動によって引き起こされ

ると考えるならば、

   1 1 1
1 1

E E E Ek k
t t p,t k t t f ,t k

k k

r r 
 


    

 

   
     

   
   (14)

という構造が成立する。7この素朴な仮定こそが Campbell and Viceira(2002)の多期間モデル

の根幹をなすといってよい。その結果、(14)式を用いて(12)式を書き直すと、リスク・プ

レミアムは、

, 1 0, 1 , 1 0, 1

1
Var

2
t i t t t i t tr r r r               

   , 1 , 1 0, 1 1 , 1 0, 1
1

Cov , 1 Cov E E ,,
k

t p t i t t t t t f t k i t t
k

r r r r r r  



      



  
              

     

, 1 0, 1 0, 1Cov ,t i t t tr r r        (15)

と表現されることになる。

無リスク資産が利用可能なとき、それを第０資産と指定すると、 0, 1 ,t f tr r  ゆえ、その

投資収益率は確定値となり、上式右辺の第３項は消失して、

   , 1 , , 1 , 1 , 1 1 , 1
1

1
Var Cov , 1 Cov E E ,,

2
k

t i t f t t i t t p t i t t t t f t k i t
k

r r r r r r r  



      



  
                  

   
     

(16)

となる。上式は、無リスク利子率をベンチマークに採用した、通常の期待超過収益率であ

るが、(15)式の特殊ケースとして扱えることがわかる。(16)式の右辺第１項は、最適ポー

トフォリオ p と当該資産 j の共分散であり、これは CAPM における組織的リスクと同じ

ものである。γ＝1 のときには第２項が消えるので、リスク・プレミアムは Across States

に対するリスク・リターンのトレードオフによってのみ決定される。γ＝1 かつ 1  のと

きが対数型期待効用であったが、γ＝1 でありさえすれば、 1  の場合であっても第２項

は消失し、第 t 期から第 t+1 期にかけて、すなわち Across Periods のリスクはプライシン

グに反映されないことを含意している。8

一方、右辺第２項は、無リスク利子率の予期せぬ変化によって表現される投資機会集合

の変動と資産 j 収益率の共分散になっており、(14)式の仮定より、これはまた、最適ポー

7(14)式右辺の無リスク利子率の時点を表す添え字が、左辺のポートフォリオ収益率の時点

の添え字より１つ小さいのは、前者が第 t k 期の期初である時点 t k で実現する ( )t k

-可測確率変数であるのに対して、後者は同じ期の期末である ( 1 )t k  -可測確率変数であ

るためである。
8 1  のときにはEpstein=Zin効用のプライシング・カーネルは に依存せず、同一の関数形

になる。
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トフォリオ収益率の変動と資産 j 収益率の共分散でもある。最適ポートフォリオ収益率の

変動は富の変動を通じて次期の消費変動をもたらすので、第２項の背後には、消費変動の

リスクがある。その意味でこれは、多期間モデルに特有の項であり、ライフステージ間の

Across Periods のリスクを捉えるものである。

3. リスク資産が複数ある場合の最適投資比率の決定

標準的な１期間の分析では、ベンチマーク資産として無リスク資産を選び、第 t 期期初

の時点 t において確定している１期間の投資収益率 ,f tr を基準にリスク・プレミアムを定

義するが、前節ではそれを一般化して、ベンチマーク資産としてリスク資産の中から任意

に第０資産を選び、他のリスク資産のリスク・プレミアムがどのように与えられるかを明

らかにした。その理由は、長期投資を考えるとき、インフレの存在によって、真の「無リ

スク資産」が投資対象として利用可能とは限らないためである。

本節では、リスク資産が複数ある場合について無リスク資産の有無により２つのケース

に分けて、最適投資比率の決定を説明する。

3.1 無リスク資産が利用できないケース

前節の(15)式では、リスク資産をベンチマークとするリスク資産ｊの期待超過収益率を

求めたが、これを多資産のケースに拡張するとき、投資収益率をベクトル表示して次式を

得る。

 1 0, 1 , 1 1 0, 1 , 0,

1
Cov , 1

2
t t t t t p t t t h t tr r r 

    
             

2r 1 σ r 1 σ σ      (17a)

ただし、 2
1, 1 0, 1 , 1 0, 1Var Vart t t t t N t tr r r r   

          σ     (17b)

 , 1 1 0, 1
1

Cov E E ,,
k

h t t t t f t k t t
k

r r


   


  
     

   
σ r 1   (17c)

0 1 0 1 0 1Cov,t t t ,t ,tr ,r     σ r 1   (17d)

である。9下付きの添え字 t は、分散、共分散の演算が時点 t で利用可能な情報に基づいて

9無リスク資産への投資が可能ではないと仮定しての推論であるにもかかわらず、(17c)式

中には  1f ,t kr , k , ,    が変数として含まれている。これは、本稿で例示しているモデル

が、投資機会集合の変動を（投資対象として市場で取引されていないにも関わらず）実質

無リスク利子率 f ,t kr  と完全相関する状態変数の変化によって表現する構造になっているた

めである。(14)式によって表現される仮定を参照のこと。
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条件付きで行われることを強調するために付したが、変数の対数正規性と定常性の仮定の

もとでは、時間に依存しない値になる。また、ベクトル ,h tσ の下付きの添え字 h はヘッジ

(Hedge)の頭文字であり、その経済的意味は後述する。

(17a)式の右辺第１項にはポートフォリオ収益率 , 1p tr  が現れているが、これは最適にポ

ートフォリオを組んだときの投資収益率であるから、逆に同式から最適投資比率を導くこ

とができる。最適ポートフォリオ超過投資収益率の近似式は、(8a)式で求めた任意のポー

トフォリオについての結果に、アステリスクを付したものであり、

  2
, 1 0, 1 1 0, 1

1 1

2 2
p t t t t t t t t t tr r r    

   
      ω r 1 ω σ ω Ω ω   

であり、これを(17a)式右辺の共分散項へ代入すると、

, 1 1 0, 1 0,Cov ,t p t t t t t tr r 
  

    r 1 σ Ω ω   (18a)

ただし、 1 0, 1 1 0, 1Cov ,t t t t t tr r       Ω r 1 r 1    (18b)

0 1 0 1 0 1Cov,t t t ,t ,tr ,r     σ r 1   [(17d)]

となる。 0,tσ は第０資産と他のリスク資産の超過収益率との共分散ベクトル、 tΩ
 は各リ

スク資産の第０資産に対する超過投資収益率の(連続複利表示投資収益率における)分散行

列であり、 t
ω は各リスク資産への最適投資比率であった。上式を(17a)式へ戻し、最適投

資比率について表すと、

 1 1
1 0, 1 , 0,

1 1 1
1

2
t t t t t t t h t tr

 
  

 

  
           

   

2ω Ω r 1 σ Ω σ σ      (19)

を得る。ベンチマーク資産への最適投資比率は残余分ゆえ、 0 1,t t  ω 1である。

(19)式の右辺第１項をみると、リスク資産への最適投資比率は、リスク許容度(1/ )お

よびリスク・プレミアムに正比例することがわかる。また、第１項、第２項のいずれにも

対数共分散行列の逆行列が登場するので、最適投資比率はリスク資産の連続複利表示投資

収益率の分散（すなわち単利表示投資収益率の対数分散）の減少関数である。右辺第１項

が表すリスク資産需要は、１期間モデルの平均･分散アプローチと同様に、リスク・リタ

ーンのトレードオフのみを考慮した需要である。これはあたかも、投資ホライゾンを今後

１期間のみとみなし、異なる状態間(Across States)のリスクから生じるリスク・プレミア

ム獲得を目的とする需要であるので、以下では近視眼的需要とよぶことにする。

次に、右辺第２項をみる。 ,h tσ は(17c)式で定義したが、そこには対数線形化パラメター、
 tt wce

~~E1  が現れており、 ,h tσ は対数化した消費･富比率に依存することがわかる。

したがって、最適投資比率を定めるためには、最適消費･富比率も同時に決定する必要が

ある。ただし、 (19)式で 1  とおくと、その第２項は消失する。これは、 1  という効

用関数をもつ投資家は近視眼的に行動し、投資機会集合の変動がもたらす異時点間の消費



１２

変動は全くヘッジしようとしないためである。対数型期待効用は、Epstein=Zin 効用にお

いて 1  に加え、＝1の場合であったが、前節で述べたように、 1であっても 1 

でありさえすれば投資家は Across States のリスクに対してのみ反応し、ポートフォリオの

決定を近視眼的に行うことがわかる。この点において、Samuelson(1969) および Merton

(1969)の対数型期待効用に限定された近視眼的投資に関する結論は、Epstein-Zin 効用にお

いて拡張されていることがわかる。

多期間モデルの特徴を捉えているのは(19)式第２項の方である。いま仮に、相対的リス

ク回避度が極端に大きい投資家を考えて、  とすると第１項は消え、第２項のみが

残る。第２項は、(17c)式から明らかな通り、リスク資産収益率とこれから将来にわたる

無リスク資産収益率変動の加重和との共分散に比例している。本稿で利用している

Campbell and Viceira (2002)の多期間モデルは、「投資機会集合の変動とは無リスク資産収

益率の変動のみによって表現できる」と仮定してモデル化したものであって、この共分散

は、投資機会集合の時間を通じた変化に対するリスク資産収益率のふるまいを要約する役

割を果たしている。

(19)式の右辺第２項で表されるポートフォリオ需要は、異なるライフステージ間におけ

る投資機会集合の変動と、それに起因する Across Periods の消費変動リスクをヘッジする

目的から生じるものである。これが、 h,tσ の添え字にヘッジの意の h を使用し、また、以

下において最適ポートフォリオの第２項部分をヘッジ・ポートフォリオとよぶ所以である。

ヘッジ・ポートフォリオ部分には対数線形化パラメター が現れるが、このパラメターを

介して、Across Periods のリスク許容度を表す異時点間代替弾力性 に敏感に依存する消

費･富比率が投資比率に間接的に影響を及ぼすことになる。

3.2. 無リスク資産が利用可能なケース

(19)式の表現は、無リスク資産が利用可能でない状況を念頭においたものである。これ

が利用可能な場合には、同式において確率変数 0, 1tr  を確定値 ,f tr に置き換えればよい。こ

のとき、最適投資比率ベクトルは、

 1 2 1
1 , ,

1 1 1
1

2
t t t t f t t t h tr

 
  



  
        

   
ω Ω r 1 σ Ω σ    (20a)

となる。またこのとき、上式中の h,tσ の定義は、(17c)式より、

 1 1
1

Cov k
h,t t t t f ,t k t

k

r ,


  


  
     

   
σ r  (20b)

になる。時点 t において f ,tr は確定値なので、(19)式の 0,tσ は消失している。また、無リス

ク資産への最適投資比率は残余分ゆえ、 1f ,t t  ω 1である。
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上述したように、無リスク資産が存在するときの最適投資比率は、単に、それが存在し

ない場合の特殊ケースとして扱うことができるが、長期投資における無リスク資産とは、

現実にはどのような金融商品を考えればよいのであろうか。インフレ（あるいはデフレ）

が進行する現実の経済において、無リスク利子率とは、種々起こりうる経済の状態にかか

わらず、１期間後に受け取る利子が確定しているのみならず、ペイオフがインフレの影響

を受けない実質ベースでの概念である。そのようなペイオフを可能とするのは、１期間後

に受け取る利子で購入できる消費財の量が確定している金融資産であり、そのためには、

インフレに完全に連動するペイオフをもたらす債券を設計すればよい。本稿でインフレ連

動債とよぶ債券がこれに当たる。短期の、厳密にいえば１期間後に満期がくるインフレ連

動債の投資収益率の値は、１期間後に受け取るペイオフの名目(Nominal)の投資収益率か

らインフレ率を差し引いた実質ベースでみると、現在時点 t に確定している。これを連続

複利表示で ,f tr と表すのである。

4. 投資機会集合が変動するもとでの金融資産のリスクとリターン

前節では、リスク資産が複数存在する場合について最適投資比率の決定式を導いた。投

資可能な資産の投資収益率ベクトル 1tr と、無リスク利子率との同時確率分布を特定し、

対数線形化パラメター  の値を定めれば、(19)あるい(20a)式によって、具体的な最適アセ

ット･ミックスを決定することができる。

続いて本節では、確率ベクトル 1tr の要素として、最大５種類の金融資産の投資収益率

を導き、また、 f ,t kr  の挙動を捉えるために、状態変数の確率過程を明示的に特定する。

なお、最適ポートフォリオ
*
tω を求めるためには、対数線形化パラメター  も決定しなけ

ればならないが、それについては次節で扱うことにする。

以下では、Campbell and Viceira (2002)にならい、①短期インフレ連動債、②長期インフ

レ連動債、③短期名目債、④長期名目債、⑤株式、の５種類の金融資産が長期投資に利用

できると仮定する。最終的な目的は、６節において、これら５種類の金融資産の一部だけ

ではなく、Campbell and Viceira (2002)では検討されていない状況、すなわち、５種類の金

融資産全てが利用可能な状況を想定し、さまざまな相対的リスク回避度 と異時点間代替

弾力性 の組み合わせが与えられたもとで最適ポートフォリオを具体的に計算し、その

特徴を明らかにすることである。これは、我が国市場に、将来、本格的に長短インフレ連

動債が導入された場合、資産市場にどのような影響があらわれるか、投資家、需要サイド

にたったシミュレーションの役割を果たしている。

まず、多期間投資の問題を解くためには避けて通れない資産価格形成に対するインフレ

ーションの影響を、名目プライシング・カーネルという概念を用いて分析する。さらに、

インフレーションの構造を特定し、実質および名目の無リスク利子率、およびインフレ連

動債と名目債のそれぞれの特性を分析する。その結果、５種類の証券について、実質ベー
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スでみたリスク・リターンのトレードオフが明らかになるであろう。なお、以下では、イ

ンフレ連動債を名目債との対比で実質債(Real Bond)とよぶことがある。

4.1. 長・短インフレ連動債と実質無リスク利子率

まず、デフォルト（債務不履行）のリスクがないという仮定のもとで、インフレ連動債

のプライシングを行う。プライシング･カーネルはそもそも実質ベースで定義されている

ので、ここではインフレの構造を特定する必要がないため、プライシングは比較的容易で

ある。短期インフレ連動債からみていこう。10

4.1.1. 短期インフレ連動債のプライシング

現在時点を tとするとき、時点 1t  に値が確定する１期間のプライシング･カーネルを

, 1t tM 
 とすれば、インフレ（あるいはデフレ）が進行するもとにおいて、１単位の消費財

を時点 1t  に確実に支払う債券、すなわち、短期インフレ連動割引債の価格は、

1, , 1 , 1E 1 Et t t t t t tP M M 
        
  (21)

で与えられる。 1,tP の添え字の「1」は、残存期間が１期間の割引債であることを表して

いる。また、割引債の価格単位は「円」ではなく、消費財の１単位である。

この割引債の額面は「１消費財」であり、時点 t では投資家は消費財 1,tP 単位を支払っ

てこの債券を購入する。１期間後の時点 1t  に満期を迎えると、額面に記された消費財

１単位が支払われる仕組みである。したがって、 1,tP の逆数は、時点 t において消費財の

数量によって確定している１期間の利回り、すなわち、実質の（単利表示）無リスク利子

率 ,f tR を与えるから、

,

1, , 1

1 1
1

E
f t

t t t t

R
P M 

  
  


(22)

によって単利表示の無リスク利子率を定義できる。これを連続複利表示して tfr , と表すと、

1
1 1 11 lnf ,tr
,t f ,t ,t ,tP e r P p


      (23)

である。小文字表示の 1,tp は、額面１の短期インフレ連動割引債の対数価格であり、１未

満の実数の対数値ゆえ負値になる。

10本稿では、１期間のことを「短期」、２期間以上のことを「長期」もしくは「多期間」と

よんでいる。したがって、短期利子率と１期間利子率、短期国債と１期間国債は同義であ

る。１期間が物理的に何か月、あるいは何年なのかを本節では特定していないが、後節の

実証分析では便宜的に１期間を３か月とみなしている。これは、Campbellらが実証に用い

た国債のうち、残存期間の最も短いものが90日満期であったことによる。
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無リスク利子率とプライシング･カーネルの関係は、(21)式を(23)式へ代入して、

 , 1, , 1ln Ef t t t t tr p M 
      
 (24)

で与えられる。上式の意味は、プライシング･カーネルという確率変数について、その１

次モーメント、すなわち期待値を計算すれば連続複利表示の無リスク利子率が定まるとい

うことである。上式では、プライシング･カーネルに特定の確率分布を前提してはおらず、

無リスク利子率に関する極めて一般的な結果である。ここで、プライシング･カーネルに

対数正規分布を仮定すると、より具体的な結果を得ることができる。11すなわち、 , 1t tM 


が対数正規分布に従うとき、 , 1 , 1lnt t t tm M   とおいて(24)式を計算すると、

, , 1 , 1

1
E Var

2
f t t t t t t tr m m 

 
         

 
 

, 1 , 1

1
E Var

2
t t t t t tm m            (25)

が成立する。12ここで、 , 1t tm   は正規分布に従う確率変数であるが、この変数にさらにど

のような構造を定めるかによって、無リスク利子率のみならず、残存期間 n に応じてどの

ような最終利回りになるか、利子率の期間構造の記述が可能になる。

Campbell らが採用したプライシング･カーネル , 1t tM 
 は上述の対数正規分布に従うもの

であり、その対数値(連続複利表示)がは、

, 1 , 1t t t m tm x v     (26)

という構造をもつと仮定される。ここで、 , 1m tv 
 はプライシング･カーネルの予期せぬ変動

11
おびただしい数の資産価格理論とその実証において、明示的あるいは暗黙のうちに、プ

ライシング･カーネルの従う分布として対数正規分布が仮定されている。たとえば、Poon

and Stapleton(2005)はプライシング･カーネルが対数正規分布に従う場合の価格付けに一書

を費やした研究書である。Ikeda(2010)はその数少ない例外であり、リスク資産価格および

総消費が、対数正規や一様分布等を特殊ケースとして包含する一般化ベータ分布

(Generalized Beta Distribution)に従うとき、変換ベータ分布(Transformed Beta Distribution)に

従う資産固有プライシング･カーネルを導出して、不完備市場における価格付けを分析し

たものである。
12

, 1t tM 
 が対数正規確率変数のとき、時点 t での条件付き期待値を計算すれば、

, 1 , 1 , 1

1
E exp E ln Var ln

2
t t t t t t t t tM M M  

 
            

 
  

, 1 , 1

1
exp E Var

2
t t t t t tm m 

 
        

 
 

となる。(24)式により、これを対数化して(-1)倍すると(25)式を得る。
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（サプライズ）を表し、平均ゼロの正規確率変数である。上式の時点 t での条件付き期待

値を求めると , 1Et t t tm x    となるが、この tx こそがインフレ連動債にリスクをもたら

す状態変数の実現値になっている。その確率過程 tx として、１次の自己回帰過程

(Autoregressive Model; AR(1))である、

 1 , 11t x x x t x tx x           ,  2
1 N 0x,t x~ , ,   1 1x   (27)

が仮定される。 x
 は１次の自己相関を与えるパラメターであり、 1 1x   の制約は定

常性を保つためのものである。 x は tx の無条件の平均、 , 1x t 
 は撹乱項である。撹乱項の

分散
2
x に時間を表す添え字がついていないのは、簡単化のために均一分散性

(Homoscedasticity)を仮定するからである。また、各パラメターに上付きのドットを付して

いるのは、連続複利表示の確率過程の母数であることを明らかにするためである。本モデ

ルでは、状態変数の確率過程 tx がもたらす不確実性は無リスク利子率の変動リスクと

同じものであり、(27)式の AR(1)の仮定は、無リスク利子率の従う確率過程に平均回帰性

をもたせる意図を有している。

さらに、状態変数変動のサプライズ , 1x t 
 とプライシング･カーネル自体のサプライズ

, 1m tv 
 は相関をもつことを許し、

1 1 1m,t m,x x,t m,tv         ,  2
1 N 0m,t m~ ,   (28)

と定式化する。13このとき、
2

, 1 , 1 ,Cov ,t x t m t m x xv      
   となるので、

2
x が与えられたも

とで、パラメター ,m x によって実質無リスク利子率の予期せぬ変動を捉える状態変数の

サプライズとプライシング･カーネルのサプライズの共分散の符号と大きさを捉えること

ができる。

以上の仮定のもとで、無リスク利子率 f ,tr を(25)式によって計算すると、

1 1 1 1 1

1 1
Var Var

2 2
f ,t t t ,t t t ,t t t m,t t t m,x x,t m,tr m m x v x                              

    

 2 2 21

2
t m,x x mx        (29)

を得る。ここで、
2

, 1Varx t x t      、
2

, 1Varm t m t      であった。上式より、時点 t での

状態変数の実現値 tx と無リスク利子率の実現値 f ,tr とは、定数部分の差違があるだけなの

で、それらの挙動は完全に正相関することが仮定されていることがわかる。したがって、

前述したように、状態変数の平均回帰的変動は、経済的には実質無リスク利子率の平均回

13本節では、イプシロン(  )によって表される誤差項はすべて互いに無相関であると仮定

している。さらに、  は正規分布に従うと仮定しているので、無相関は独立を意味する。
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帰的な変動とみなすことができるのである。

4.1.2. 長期インフレ連動債のプライシング

次に、長期のインフレ連動債のプライシングをみよう。現在時点を tとして、 n 期間後

の時点 t n に確実に１単位の消費財を支払う割引債を考える。14いま、残存期間が n の債

券を簡潔に n 期間債券とよぶことにすれば、この長期割引債は n 期間インフレ連動割引債

である。

,n tP は、１期間後の時点 t＋1 における同債券の不確実な価格 1, 1n tP  
 の現在価値ゆえ、プ

ライシング･カーネルを用いて表現すれば、

, , 1 1, 1En t t t t n tP M P  
   
  (30)

が成立する。 , 1t tM 
 、 1, 1n tP  

 の両変数がともに対数正規分布に従うとき、積 , 1 1, 1t t n tM P   

もまた対数正規分布に従うので、その期待値を脚注 20 の結果を用いて計算すると、

, , 1 1, 1 , 1 1, 1

1
E Var

2
n t t t t n t t t t n tp m p m p                   (31)

となる。これまで通り、小文字は対数値を表している。

一般に、残存期間が n であるような n 期間インフレ連動割引債の連続複利表示の最終利

回りは、   npnPy tntntn //ln ,,,  と定義され、対数価格のマイナス１倍に比例する値

である。ここで、どのような残存期間を有するインフレ連動割引債であれ、その最終利回

りが状態変数の１次関数で表されると仮定する。このとき、n 期間インフレ連動割引債の

対数価格もまた状態変数の１次関数であり、

, +n t n n tp A B x    (32a)

と表現される。

上式で nA 、 nB は割引債の残存期間 n に依存して決まる定数である。 0n  とは割引債

の満期到来時を意味し、 0, 1tP  ゆえ 0, 0tp  であり、(32a)式を満たす係数は 0 0A  、

0 0B  である。これらの値を初期値とし、n に至るまで順次計算すると、残存期間

 1n  のインフレ連動割引債の対数価格を与える係数 nA 、 nB は、

 
2

2 2
1 ,

1 1(1 )
2

n m x x m

n n n x x

B
A A B

  
 



 

 
   

  
    (32b)

14ここでは、割引債の額面を消費財１単位と設定することにより、インフレあるいはデフ

レが進行するもとにおいて、投資家が満期に受け取る収益の実質価値が変動しない架空の

債券を想定している。実務的には、額面を貨幣単位で設定し、満期におけるインフレ率の

実現値に連動して投資家の受け取る収益の実質価値が変化しないよう、弁済する元利を調

整することになる。我が国の「物価連動国債」はその例である。
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1

1

n
x

n

x

B












 (32c)

で与えられる。

さて、任意の残存期間をもつ長期インフレ連動債の理論価格が得られたので、その１期

間当たりの投資収益率を求めることが可能となる。いま、残存期間が n のインフレ連動債

を時点 t から t+1 まで１期間保有して売却したと想定してみよう。その場合の連続複利表

示の投資収益率を , 1n tr 
 とおけば、その定義より、

, 1 1, 1

, 1 1, 1 ,

,

n tr n t

n t n t n t

n t

P
e r p p

P
  

     



  (33)

である。(32a)式を利用して、添え字に注意しながら上式を計算し、無リスク利子率とし

て(29)式の、  2 2 2
, , / 2f t t m x x mr x        を用いて状態変数 tx を消去すると、

2
21

, 1 , 1 , 1 , 1
2
n

n t f t n m x x n x t

B
r r B B  

   

 
    

 


    (34)

を得る。上式が、残存期間 n の長期インフレ連動債を時点 t から時点 t+1 まで保有したと

きの１期間の連続複利表示投資収益率である。

4.2. 名目債のプライシングと投資収益率

今度は、名目債、すなわち、残存期間にかかわらず、将来のペイオフが貨幣額の名目値

で確定している債券の評価を考えよう。ここではインフレ連動債と同様にデフォルト・リ

スクがない割引債を考えるが、インフレ連動債の額面は消費財１単位で表されるのに対し

て、名目債ではそれが貨幣単位によって表される点が異なっている。現在、我が国におい

て個人投資家が購入できる国債の多くはこの名目債である。まず、名目債評価に利用する

プライシング･カーネルについて説明しよう。

4.2.1. 名目債のプライシング･カーネル

いま、時点 t における名目価格
$
,tnP と実質価格 ,n tP を関係づける価格インデックスを tQ

とすれば、定義によって ttntn QPP ,
$
,  である。変数の右肩に付した添え字＄は、その変数

が貨幣単位で表現されることを表す。１時点将来の実質債価格 1, 1n tP  
 とその現在価値 ,n tP

は、(30)式でみたように、 , , 1 1, 1En t t t t n tP M P  
   
  で与えられるが、この両辺を tQ 倍し、

右辺の期待値記号の中を確率変数 1tQ 
 で形式的に乗じて割り戻すと、

, , 1 1, 1 1 1En t t t t t n t t t tP Q M P Q Q Q    
       

  









 




$

1,1

1

1,
$
,

~
~

~
tn

t

t
ttttn P

Q

Q
MP  $

1,111,1

~~~
  tnttn PQP
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1
1 1 1 1

1

1 $ t
t t ,t n ,t t ,t

t ,t t

Q
M P ,

Q


   



 
      

 


  



となる。上の最終式では、価格インデックスの 1 期間成長率を , 1t t とおき直しているが、

これは時点 t から時点 t＋1 までの物価水準の成長率であり、単利グロス表示のインフレ

率である。ここで、名目プライシング･カーネル(Nominal Pricing Kernel)を

1,1,
$

1,

~
/

~~
  tttttt MM と定義して上式を書き改めれば、

 $
1,1

$
1,

$
,

~~
  tnttttn PMP (35)

を得る。名目債を評価するためには、本来、実質値で定義されるプライシング･カーネル

をインフレ率で除し、そうして得られる正値確率変数を利用すればよいことがわかる。こ

の名目プライシング･カーネルによって、貨幣価値で表示された将来の任意のペイオフを、

やはり貨幣価値で表示された現在価値に対応させることができるのである。

4.2.2. 短期名目債のプライシング

さて、名目プライシング・カーネルを用いて、短期名目債、すなわち１期間後に満期を

迎える額面１ドルの割引債を評価してみよう。１期間後の価格は 1
~$

1,0 tP (ドル)と名目

値では確定しているので、(35)式によって現在価値を求めると、

1 1 11$ $ $
,t t t ,t t t ,tP M M 

          
 

となる。この割引債価格の逆数が名目無リスク利子率
$
f ,tR であり、

1 1

1 1
1 $

f ,t $ $
,t t t ,t

R
P M 

  
   


が成立する。上式の対数をとり、名目無リスク利子率を連続複利表示したものを
$
f ,tr と表

せば、

 1 1 1ln ln$ $ $ $
f ,t ,t ,t t t ,tr P p M 

         
 (36)

である。ここで 1
$
,tp は短期名目割引債の対数価格である。

さて、実質債の評価で仮定したと同様に、名目債の評価においても実質プライシング･

カーネル , 1t tM 
 が対数正規分布に従うと仮定し、さらに、インフレ率 , 1t t も対数正規分

布に従うと仮定してみよう。このとき、名目プライシング･カーネル

1,1,
$

1,

~
/

~~
  tttttt MM もまた対数正規分布に従うことは明らかであろう。なぜならば、両

辺の対数をとり、小文字で表せば、

1,1,
$

1,
~~~

  tttttt mm  (37)

となるが、上式右辺は正規分布に従う確率変数の引き算ゆえ、その再生性によって正規分
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布になるからである。

名目無リスク利子率を求めるため、(36)式にしたがって対数正規分布の期待値を求め、

(37)式を代入･整理し、(35)式を用いて実質無リスク利子率により表現すると、

   1,1,1,1,
$
,

~~Var
2

1~~
  tttttttttttf mmr  (38a)

 , 1 , 1 1 , 1 , 1 , 1

1 1
E Var E Cov , Var

2 2
t t t t t t t t t t t t t t t tm m m       

 
                     

 
     

, , 1 , 1 , 1 , 1

1
E Cov , Var

2
f t t t t t t t t t t t tr m                      [∵(25)式] (38b)

を得る。(38b)式の右辺第２項から第４項までがインフレの存在に起因する名目と実質の

無リスク利子率の差異であり、これがインフレ・リスク・プレミアムである。

4.2.3. インフレーションの構造

次に、インフレーションの構造を具体的に特定しよう。Campbell らは、グロス表示の

インフレ率 , 1t t が対数正規分布に従い、それを連続複利表示した , 1 , 1lnt t t t    が、

, 1 , 1t t t tz v     ， (39)

と表されると仮定する。ここで、 , 1tv 
 は平均ゼロの正規確率変数であり、 tz は時点 t に

おけるインフレ率の条件付き期待値である。この期待インフレ率の確率過程 tz が１次の

自己回帰過程 AR(1)に従い、

 1 , 11 , 1 1t z z z t z t zz z v              (40)

と表されるとして、期待インフレ率が平均回帰的に変動するとするのである。 , 1z tv 
 は、

その予期せぬ変動である。このように、インフレ率および期待インフレ率の双方にサプラ

イズを表す項がおかれるが、それらについてさらに、

, 1 , , 1 , , 1 , , 1 , 1t x x t m m t z z t tv                       (41)

, 1 , , 1 , , 1 , 1z t z x x t z m m t z tv              (42)

ただし、  2
1 N 0x,t x~ ,   、  2

1 N 0m,t m~ ,   、  2
1 N 0,t ~ ,    、  2

1 N 0z ,t z~ ,  

の関係があるとする。全部で４個の互いに無相関な攪乱項( )が存在し、それぞれは、実

質無リスク利子率、プライシング･カーネル、インフレ率、および期待インフレ率の予期

せぬ変動を表している。前二者は実質的なサプライズ、後の二者は名目的なサプライズを

記述する役割を果たす。

以上のインフレーションの構造はかなり複雑であるが、その意図は明確である。すなわ

ち、インフレに起因するサプライズは２種類あり、インフレ率自体のサプライズ , 1tv 
 と
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期待インフレ率のサプライズ , 1z tv 
 が存在すること、また、いずれも名目的ショックのみ

ならず、実質的なショックにも依存して引き起こされることをモデル化したものである。

4.2.4. 名目無リスク利子率と短期名目債の実質リターン

上で特定したインフレーション構造のもとで、名目無リスク利子率を求めてみよう。ま

ず、(26)式および(28)式から、

1 1 1 1t ,t t m,t t m,x x,t m,tm x v x                (43)

また、(39)と(41)式から、

1 1 1 1 1 1t ,t t ,t t ,x x,t ,m m,t ,z z ,t ,tz v z                             (44)

であるから、名目プライシング・カーネルの対数値は、(43)式から(44)式を辺々差し引い

て、

1 1 1
$
t ,t t ,t t ,tm m      

   1 1 1 11t t m,x ,x x ,t ,m m,t ,z z ,t ,tx z                            

と計算できる。これを(38a)式に代入すると名目無リスク利子率が得られる。さらに、(29)

式を用いて状態変数を tx を消去し、実質無リスク利子率によって表現すると、

    2 2 2 2 2 2 21
2 2

2
$
f ,t f ,t t ,x m,x ,x x ,m ,m m ,z zr r z                               (45)

が導出できる。上式右辺の第２項以降は上で与えたインフレ構造のもとでのインフレ･リ

スク･プレミアムを表しているが、これは、期待インフレ率の実現値 tz に加え、実質、名

目のサプライズを表す４つの攪乱項の分散、それらの共分散を定める係数に複雑に依存し

ている。

ここでは、株式やインフレ連動債と同時に名目債が存在する現実的な状況を考えている

ので、リスク・リターンはすべて実質値に揃えて比較する必要がある。インフレ連動債の

実質の投資収益率はインフレーションの影響を受けないが、名目債の実質の投資収益率に

は調整が必要となる。すなわち、名目債がもたらす１期間当たりの名目リターンの実質値

は、インフレーションの変動分を控除したものになる。そこで、短期名目債の実質リター

ンを求めておくことにする。

短期名目債の名目投資収益率は(45)式で求めた。この値は時点 t において、名目値では

確定しているが、実質ベースでは、時点 t+1 にならなければ実現しないインフレ率に依存

しているため、確定していない。したがって、(45)式から、(44)式で表される１期間当た

りのインフレ率 1t 
 を差し引けば、短期名目債の実質ベースの投資収益率が得られるが、

時間を表す添え字は t+1 でなければならない。そこでこれを 1
$,Real
f ,tr 
 と表せば、

$, $
, 1 , 1
Real

f t f t tr r      $, $
, 1 , 1 1
Real

f t f t tr r      
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    2 2 2 2 2 2 2
, , , , , , ,

1
2 2

2
f t x m x x x m m m z zr                             

, , 1 , , 1 , , 1 , 1x x t m m t z z t t                     (46)

を得る。15

4.2.5. 長期名目債のプライシング

次に、２期間以上の残存期間をもつ長期名目債を評価しよう。インフレーションを導入

したために、いま分析対象としている経済に存在する状態変数は、実質無リスク利子率に

完全相関する実質の状態変数 tx に加え、期待インフレ率を表す名目の状態変数 tz の２個

となった。これは２ファクター・モデルである。

投資対象資産のうちインフレ連動債は実質ファクターにのみ依存して価格が形成される

が、名目債は実質および名目の両ファクターに依存して価格が変動すると仮定される。し

たがって、残存期間 n の名目債価格の対数値を
$
,

$
, ln tntn Pp  と表すとき、２ファクター・

モデルの係数を
$
nA 、 1

$
,nB 、 2

$
,nB とおけば、

1 2
$ $ $ $
n,t n ,n t ,n tp A B x B z      (47a)

である。ここでも、脚注 25 で述べたアフィン･イールド･モデルが仮定される。
$
nA 、 1

$
,nB 、

2
$
,nB は名目債の残存期間 n に依存して定まる定数であるが、満期の到来を意味する 0n 

のときには確実に 1$
,0 tP （ドル）となるので、 0 0 10 2 00 $ $ $ $

,t , t , tp A B x B z       が状態変

数の実現値 tx および tz の水準にかかわらず成立しなければならない。したがって、

0 1 0 2 0 0$ $ $
, ,A B B     となる。 1n  のときの係数の導出の詳細は略すが、その結論は、

     
2

2
1 1 1 2 1 1 1 2 1

1
1 1

2
$ $ $ $ $ $
n n x x ,n z z ,n m,x ,x ,n z ,x ,n xA A B B B B                              

   
2

2 2
2 2

2 1 2 1

1 1
1

2 2 2
$ $

,z ,n z ,m z,m ,n mB B 
 


          

     (47b)

1 1 1

1
1

1

n
$ $ x
,n x ,n

x

B B








  




 


(47c)

2 2 1

1
1

1

n
$ $ z
,n z ,n

z

B B








  




 


(47d)

である。前述した 0 1 0 2 0 0$ $ $
, ,A B B     を初期値として、 1, 2,n  と順次計算すれば、各

係数を求めることができる。

15 $,
, 1
Real

f tr 
 の上付き添え字Realは、名目収益率を実質化した(Realized)ことを強調するために付

している。
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さて、(47a)～(47d)式は任意の残存期間 n をもつ長期名目債の対数価格を与えているの

で、その１期間当たりの連続複利表示投資収益率を求めるには、

$
,

$
1,1$

,

$
1,1$

1,
~

~

ln~
tntn

tn

tn

tn pp
P

P
r  





を計算すればよい。

短期名目債と同様にして、長期名目債についても (44)式で与えたインフレ率を控除し

て実質化した１期間の投資収益率を求めておくと、

1 1
$,Real $

n ,t n ,t tr r     

   2
1 1 2 1 1 1 2 1

1
2

2
$ $ $ $

f ,t ,n z ,x ,n ,x ,n z ,x ,n ,x m,x xr B B B B                       

    2 2 2
2 1 2 1 2 1

1 1 1
2

2 2 2
$ $ $
,n z ,m ,m ,n z ,m ,m m ,n ,z zB B B                          

     1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1
$ $ $ $
,n ,n z ,x ,x x ,t ,n z ,m ,m m,t ,n ,z z ,t ,tB B B B                                    (48)

となる。16

4.3. 株式のプライシング

さて最後に、株式のプライシングを検討しよう。現実には様々なリスク・リターンのプ

ロファイルをもつ個別銘柄の取引が可能であるが、ここでは、十分に分散投資されたポー

トフォリオ、たとえば市場ポートフォリオあるいはインデックス・ファンドのような投資

信託を投資対象と考えることにする。

株式の単利ネット表示の１期間投資収益率を , 1S tR 
 とおく。これを連続複利表示し、小

文字で  , 1 , 1ln 1S t S tr R    と表すとき、その収益生成過程は次の２ファクター・モデルで

与えられると仮定する。

, 1 , , , 1 , , 1S t S t S x x t S m m tr             (49)

右辺の２つ撹乱項はそれぞれ、 , 1x t 
 が無リスク利子率のサプライズ、 , 1m t 

 はプライシン

グ・カーネルのサプライズであった。これらはいずれも、マクロ経済要因に起因する実質

16Campbell and Viceira (2002)は、長期名目債については、名目無リスク利子率に対する期

待超過収益率を、また、長期インフレ連動債については、実質無リスク利子率に対する期

待超過収益率をリスク・プレミアムと定義している。さらに、これらを分子としたSPM

(シャープ尺度)を求め、両債券のリスク・リターン特性を比較しているが、異なるベンチ

マークに基づくシャープ測度の比較は意味をなさない。第６節における数値分析では、す

べて実質ベースでSPMを計測して比較している。
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的なショックであるから、(49)式の仮定は、株式の価格形成が実質リスクにのみ依存し、

インフレーションという名目的要因には依存しないことを前提・主張するものである。

株式としての特性を表現するパラメターは ,S x および ,S m であるが、上で述べたよう

に、ここでは市場ポートフォリオを念頭においているので、上式の収益生成過程には個別

銘柄固有の非組織的リスクは登場しないことに注意したい。

(49)式では時点 t における１期間の連続複利表示投資収益率の期待値(期待収益率)を

, , 1ES t t S tr      とおいているが、それがどのように決まるか、同式は何も述べていない。

そこで以下では、２つの実質的リスクに対して市場ではどのように S ,t が定まるのか、プ

ライシング・カーネルを用いて明らかにする。

まず、第２節でみた資産価格決定の核心的公式を株式投資収益率について表現すると、

 , 1 1E 1 1t S t tR M 
   

  (50)

である。ここで、 1tM 
 に加え、グロスの投資収益率 , 11 S tR   も対数正規分布に従うと仮定

すると、上式左辺は、

       , 1 1 , 1 1 , 1 1

1
E 1 exp E ln 1 Var ln 1

2
t S t t t S t t t S t tR M R M R M     

                
     

, 1 1 , 1 1

1
exp E Var

2
t S t t t S t tr m r m   

 
          

 
   

と計算できる。この結果を用いて、(50)式の両辺の対数をとると、

    0~~Var
2

1~~
11,11,   ttStttSt mrmr (51)

となる。ここで、プライシング･カーネルは、(43)式より、

1 1 1 1t t m,t t m,x x,t m,tm x v x                [(43)]

ゆえ、上式を(49)式とともに(51)式へ代入し、状態変数 tx を(29)式を用いて消去すると、

, , 1ES t t S tr       2 2 2 2 2 2
, , , , , ,

1

2
f t m x S x x S m m S x x S m mr                     (52)

を得る。上式右辺の f ,tr 以外の変数はどれも時刻 t に依存しないので、投資ホライズンに

かかわらず、株式のリスク・プレミアムは永遠に一定というモデルになっていることがわ

かる。

この株式モデルは、一見すると重要な経験的事実である、株式投資収益率の平均回帰性

を捨象しているように見えるが、そうではない。実質無リスク利子率 ,f tr は、状態変数 tx

の変動と正の完全相関をしており、その状態変数の確率過程に平均回帰的な AR モデルを

仮定しているからである。リスク・プレミアムは一定であるが、それを無リスク利子率に

加えた株式の期待収益率は、当然、平均回帰的変動をすることになる。しかしながら、長
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期投資における株式投資収益率の平均回帰性は、リスク・プレミアム自体の長期的平均回

帰性にあると考えられ、この定式化ではまったく不十分である。17

4.4. インフレ下における各種金融資産のリスク・リターン・プロファイル

さて、ここまでの分析によって５つの金融資産について実質投資収益率が導出できた。

それらをまとめておくと、株式、長期名目債、長期インフレ連動債、および短期名目債の

インフレ下におけるリスク資産投資収益率のベクトルは、
$, $,

1 , 1 , 1 , 1 , 1
Real Real

t S t n t n t f tr r r r    

   r     (53)

であり、確率ベクトルの各要素は、それぞれ、(49)、(48)、(34)、および(46)式で与えてあ

る。また、多期間投資で無リスク資産の役割を与えるべき短期インフレ連動債の投資収益

率は、(29)式より、

 2 2 2
, ,

1

2
f t t m x x mr x        [(29)]

であり、その変動を引き起こす状態変数の確率過程は、(27)式より、

 1 , 11t x x x t x tx x           ,  2
1 N 0x,t x~ , ,   1 1x   [(27)]

であった。

次節以降では、これら各資産の投資収益率の分布に関わる情報、すなわち、平均および

共分散行列を使った最適消費･富比率と最適投資比率の決定を扱うが、その準備作業とし

て、以下では、これら資産のリスク・リターンのプロファイルがどのようなものになるの

かを視覚的に捉えておこう。

まず、５種類の金融資産について、任意の時点 t において１期間投資する場合のリター

ンとリスクを、すべて実質ベースで、無リスク利子率に対する期待超過収益率と条件付き

分散によって表現した結果をまとめた表 4-1 をみよう。表中の各資産別に、２種の変数の

水準を定めるパラメター値を現実のデータから推定できれば、それらを各評価式へ代入す

ることによって、リスクとリターンの理論値を求めることができる。なお、これらはすべ

て連続複利表示である。

Campbell and Viceira(2002, p.71)には、1952 年第Ⅰ四半期から 1999 年第Ⅱ四半期までの

期間について、さまざまなソースから収集したデータを駆使して推定した 16 個に及ぶパ

ラメターの値が掲載されている。サンプルおよび推定方法の詳細は同書に譲り、もっとも

17 Campbell and Viceiraの別稿(1999)では、株式のリスク・プレミアムに平均回帰性（予測

可能性）をとりいれたモデルを提示しているが、その代償に、実質無リスク利子率は永遠

に一定であるとして固定されている。Campbell and Viceira(2003)は、VAR(Vector

Autoregression)モデルを導入してこの難点を克服し、リスク・プレミアムと実質無リスク

利子率の双方に平均回帰性をもたせたモデルを提示している。
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長期で包括的な 1952 年～1999 年のサンプル・データを用いて推定したパラメター値を、

表 2 として引用しておく。長期インフレ連動債、および長期名目債の残存期間はいずれも

40n  となっているが、これは使用されたデータセットの短期名目債の満期が３か月なの

で、Campbell らは便宜的に１期間を３か月とみなし、残存期間 10 年の長期債を評価しよ

うとしたためである。

表 1 ５つの資産の期待超過収益率と条件付き分散

資産 超過収益率/分散 計算式

短期名目債 期待超過収益率 2 2
m,x ,x x ,m m         

条件付き分散 2 2 2 2 2 2 2
,x x ,m m ,z z                

長期名目債 期待超過収益率  
 

2
1 1 2 1

2
2 1

$ $
m,x ,n ,n z ,x ,x x

$
,n z ,m ,m m

B B

B





   

  

 



  

 

    

  

条件付き分散

 

   

2 2
1 1 2 1

2 2
2 2 2

2 1 2 1

$ $
,n ,n z ,x ,x x

$ $
,n z ,m ,m m ,n ,z z

B B

B B



  

  

     

 

 

 

    

   

     

長期インフレ

連動債

期待超過収益率 2
1n m,x xB    

条件付き分散 2 2
1n xB 

 

株式 期待超過収益率 2 2
m,x S ,x x S ,m m       

条件付き分散 2 2 2 2
S ,x x S ,m m     

短期インフレ

連動債

期待超過収益率
 0 f ,t f ,tr r 

条件付き分散 0

係数

   1 1 1 2 11 1$ $ $ $
n n ,n x x ,n z zA A B B              

   

 

2 2
2 2

1 1 2 1 2 1

2
2 2

2 1

1 1

2 2

1 1
1

2 2

$ $ $
,n m,x ,x ,n z ,x x ,n ,z z

$
,m ,n z ,m m

B B B

B

 

 

     

   

  



     

   

     

   
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1 1 1

1
1

1

n
$ $ x
,n ,n x

x

B B








  




 

 ，
z

n
z

znn BB








 

1

1
1 $

1,2
$
,2

0 1 0 2 0 0$ $ $
, ,A B B     ，

1

1

1

1

n
x

n
x

B

















， 0 0 0A B  

表 2 期間構造パラメターの推定値

状態変数に関する推定 x z x


z


推定値 23.356% 3.664％ 0.8690 0.9992

相関構造に関する推定 ,m x ,z x ,z m ,x


,m


,z


,S x ,S m

推定値 -67.8663 0.0779 -0.0011 0.5163 -0.0084 1.4518 -3.6366 0.2873

各サプライズの標準偏差 x m z 

推定値 0.48% 56.98% 0.26% 1.40%

出所： Campbell and Viceira（2002,p.71）の Table 3.1 のデータを参照して、筆者らが計算した。

収益率およびインフレ率に関するパラメターは年率連続複利表示。また、四半期ベースの数値は年

率換算してある。

これらの値を利用して、表 1 にまとめた各種金融資産の期待超過収益率と条件付き分散を

計算し、縦軸に連続複利表示投資収益率の期待値に分散の２分の１倍を加えて修正したリ

ターンを、横軸に連続複利表示の投資収益率の標準偏差をとってリスク・リターン・プロ

ファイルとして示したのが表 3 である。18無リスク利子率としては、推定されたパラメタ

18Appendix Aで示したが、べき型効用、対数正規モデルにおいては、リスクとリターンを

このようにリターンを分散の1/2で修正の上、連続複利ベースで定義すると、投資家は平均

分散選好をもち、無差別曲線が増加凸関数となる。このとき、左上方に位置する、連続福

利ベースのSPMが大きいポートフォリオほど高い期待効用をもたらすことになる。
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表3 ５つの資産のリスク・リターン・プロファイル

,

標準偏差リスク
（連続複利表示投資収益率
の標準偏差）

リターン
（連続複利表示投資収益率の、
分散項修正後期待収益率）

SPM

短期名目債
長期名目債
長期インフレ連動債
株式

1.55
12.09
3.65
16.46

2.05
5.08
2.89
11.60

0.23
0.28
0.33
0.60

短期インフレ連動債 0 1.7 0

注：インフレ控除後の実質ベース、連続複利表示、年率％

ーから求めた理論値である、無条件平均値の連続複利表示年率 1.70％をもちいている。

表３から、SPM を使って投資の意思決定を行う投資家にとっては株式が最も魅力的な

投資対象であり、それに次ぐのが長期インフレ連動債であること、また、名目債は、長

期・短期にかかわらず、SPM の大きくない様子がみてとれる。具体的な投資比率の決定

はこの下の第６節で扱うが、SPM に関連することなので先取りしていえば、実は、SPM

による投資の意思決定は主に Across States のリスクを反映したものであって、べき型型効

用をもつ投資家の意思決定を表現したものでしかないということができる。

5. 対数線形化パラメターと最適消費･富比率の決定

前節では、最適投資比率を求めるために、投資可能な金融資産の投資収益率ベクトルと

無リスク利子率を求めた。しかし、ヘッジ需要の計算に必要なベクトル ,h tσ を求めるには、

さらに、対数線形化パラメター の値を定めなければならない。そのためには、投資家の

もう１つの意思決定事項である、最適消費･富比率を決める必要がある。Campbell and

Viceira (1999b)は、２資産にのみ投資可能な場合の最適消費･富比率の決定方法を明らかに

しているが、本稿ではそれを任意の多資産に投資可能な場合に拡張する。その詳細につい

ては APPENDIX-B に譲り、以下では、結論のみを述べておこう。

まず、 1  のときには、最適ポートフォリオの投資収益率 , 1p tr 


 と最適消費･富比率の

対数値 t tc w  、および対数線形化パラメター は、次の最適消費･富比率に関する差分方

程式、

    1 1 0, ,E 1 1 lnt t t t t t t p tc w c w x q k        
 

             (54a)
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ただし、 0, , 1Et t p t tq r x


    (54b)

 
 , 1 1 , 1

1
Var 1

2 1
p t t t t p tc w r


 


 
  


      
   (54c)

を満たすように同時決定される。なお、k は(5)式で定義した。 , 1Et p tr


   は、連続複利表

示のポートフォリオ収益率の期待値であるが、これは、どのような金融資産を用いてポー

トフォリオを組むか、利用可能利用な金融資産のメニューに依存する。対数線形化にとも

なうパラメターであるは(4)式で定義した。19

tx は実質的なショックをもたらす状態変数の確率過程 tx の時点 t における実現値で

あり、その確率過程は、

 1 , 11t x x x t x tx x         ,  2
1 N 0x,t x~ , ,  1 1x   [(27)]

と仮定している。また、差分方程式における対数線形化パラメター は次の非線形方程式、

    0 11 exp xb b      (55)

ただし、

 
 

       

   
 

   

0 0,

2
2 2

, , ,2

1
1 1 ln

1 1

1 1 2

2 11

x x t

x

x x p t p t

xx

b q k
 

       
 

   
    




     

 

    
   

   

(56)

   1 1
1 x

b


 


 


(57)

, , , 1 , 1Cov ,x p t t x t p tr  
 

     、
2

, , 1Varp t t p tr 


   

の解であり、それは 0 1  の範囲で１つ存在する。各式の変数に   を付してあるのは、

の値に依存する変数であることを明示するためである。

数値解析によって求めた解に（*）を付して *  と表し、 * を(56)、(57)式へ代入し

た値を  0b  、  1b  と表せば、最適消費･富比率は、

19(54a)～(54c)、および(4)、(5)の５つの式は、Campbell and Viceira (1999b)の２資産モデル

における結果[同論文の(A9)式]を、多資産に投資可能な場合へと拡張したものである。彼

らのkの定義式に誤りがあることは既に脚注６で指摘したが、加えて、彼らの(A9)式は符号

の誤りを含んでいる。本稿ではこれらの誤りを修正して議論し、また次節の数値実験を行

っている。
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   * *
0 1

*
tb b xt

t

C
e

W

 
 (58)

で与えられる。また、 * を使って求めた ,h tσ を、無リスク資産が利用可能でない場合に

は(19)式 に、 無リスク資産が利用可能な場合には(20a)式へ代入すれば、最適ポートフォ

リオの投資比率を求めることができる。以上の証明を APPENDIX-B として与えた。

本節の最後に、上の結果の特殊ケースとして、 1  のケースをみる。そのとき、対数

線形化パラメター は主観的割引因子 に等しくなり、その結果、消費と投資の意思決定

は分離される。この性質は、後の分析において重要な意味をもつのでここで明らかにして

おくことにしよう。

まず、(56)式および(57)式へ 1  を代入すると、

      0

1
ln ln ln ln 1

1 1
b k

  
     

  

 
        

   

 1 0b  

となる。最適消費･富比率が状態変数の１次式であるという仮定のもとで を再定義した

(55)式へこれらを代入・整理すると、まず、   を導くことができる。このとき、最適

消費･富比率を(58)式によって求めると、簡単な計算の結果、

1
*
t

t

C

W
  (59)

となり、最適消費･富比率は主観的割引因子のみに依存する定数になる。このように、

1  のときには、消費の意思決定は相対的リスク回避度 とは独立に行われ、消費と投

資の意思決定問題は著しく容易なものに変わる。消費の意思決定が、相対的リスク回避度

から独立に行われるという結果は、１期間モデルはもちろん、多期間の期待効用モデルに

は見られなかった特徴である。

6. インフレ連動債の導入と最適消費･最適投資の決定：数値実験

第４節では、インフレ下におけるリスク資産の実質投資収益率のベクトル 1tr を(53)式

で、無リスク利子率を与える短期インフレ連動債の投資収益率を(29)式で、そして、無リ

スク利子率の変動を引き起こす状態変数の確率過程を(27)式で特定した。また前節では、

最適消費の意思決定とともに、対数線形化パラメター の計算方法を明らかにした。した

がって、いまや、投資に利用可能な資産のメニューを定めれば、最適投資比率を決定する

具体的に求めることができる。
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6.1. 数値実験の３つのケース

実質無リスク資産が存在しないケースでの最適投資比率の決定式を再掲しておくと、

 1 1
1 0, 1 , 0,

1 1 1
1

2
t t t t t t t h t tr

 
 

 

  
           

   

2ω Ω r 1 σ Ω σ σ  [(19)]

ただし、 1 0, 1 1 0, 1Cov ,t t t t t tr r       Ω r 1 r 1   [(18b)]

 , 1 1 0, 1
1

Cov E E ,,
i

h t t t t f t i t t
i

r r


   


  
     

   
σ r 1  [(17c)]

0, 1 0 1 0 1Cov ,t t ,t ,tr r     σ r 1  
t [(17d)]

であった。実質無リスク資産が存在するときには、それをベンチマーク資産とすれば、確

率変数 0 1,tr 
 が確定値

f,tr に変わるので(17d)式は不要となり、また、(19)式は(20a)式へ、

(17c)式は(20b)式へと簡略化される。

いま、数値実験を行うに当たり、我が国の現実の金融市場に向けた提言という意義をも

たせる目的から、長期投資の対象として利用できる金融資産の組み合わせによって以下の

３つのケースを想定してみよう。

ケース１：名目債（短期・長期）と株式にのみ投資可能なケース

我が国の個人投資家は、総体としてみれば、自国の金融市場においてインフレを完全に

ヘッジすることのできるような金融資産への投資機会を十分には与えられていない。「無

リスク資産」といっても、貨幣単位で表示した満期のペイオフが確定値というだけであり、

インフレの可能性が存在する以上、その投資収益によって将来にわたり確定した消費を行

うことは不可能である。この現実を踏まえて、まず、投資可能な金融資産として、①株式、

②長期名目債、および、③短期名目債が利用できるケースを想定する。

このケースでは、仮に投資ホライズンが比較的短期であっても、インフレの影響を考慮

すれば、実質的に無リスクであるような金融資産は厳密には存在しない。したがって、最

適投資比率は(19)式によって求めることになる。そのために、ベンチマーク資産（第０資

産）として、３つのリスク資産の中から短期名目債を選択することにする。20

ケース２：長期インフレ連動債の導入とその効果

第２のケースは、第１のケースの３資産に加え、個人投資家にとって長期インフレ連動

20このとき、短期名目債の投資収益率は、インフレ率 1t  を控除した実質ベースの投資収益率

で考えなければならないので、(46)式で与えたように上付きの添え字 $, Real を付して、

0 1 1 1
$,Real $

,t f ,t f ,t tr r r        となる点に注意のこと。
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債もまた購入可能というケースである。この状況は、少なくとも形式的には、我が国でも

すでに実現しており、この新たな投資機会が多くの個人投資家の選択するところとなった

場合に備えて、最適ポートフォリオがどのように変化するのかを検討しておくことは意義

深いと思われる。投資可能な資産は、①株式、②長期名目債、③長期インフレ連動債、お

よび、④短期名目債の４種類となるが、前ケース同様に、ベンチマーク資産として短期名

目債を採用し、最適投資比率は(19)式によって求める。

ケース３：長期および短期インフレ連動債導入の効果

最後に、長期のみならず、短期のインフレ連動債が導入され、５資産、すなわち、①株

式、②長期名目債、③長期インフレ連動債、④短期名目債、および、⑤短期インフレ連動

債に投資可能なケースを考える。短期インフレ連動債の投資収益率は実質無リスク金利

,f tr であり、最適投資比率の計算には(20a)式を使うことができる。なお、前述のように、

個人投資家にとって長期インフレ連動債（10 年物物価連動債）への投資は 2015 年１月よ

り可能となっているので、本稿執筆時から６、７年を経れば 10 年債の残存期間は２、３

年へと縮まり、流通市場の存在を前提するならば、ケース３は遠からぬ将来に到来する事

態といえる。

6.2. 最適消費･富比率の計算

一般的には、最適投資比率の決定と最適消費･富比率の決定が同時に行われること、し

かし、対数型効用、あるいは投資機会集合が一定の場合のべき型効用においては、両者は

独立に決定されることは、Samuelson(1969)および Merton(1969)の期待効用関数を前提した

分によって明らかになっている。期待効用関数では分離不能な、Across Periods と Across

States に対するリスク回避を独立に扱う Epstein-Zin 効用のもとでは、２つの意思決定は

どのようになされるのか、まず以下では最適な消費・富の決定について、まず、３つのケ

ースの中でもっとも投資対象が多いケース３を想定して考察しよう。そのとき前提になる

投資家のリスク選好として、さまざまな相対的リスク回避度 と異時点間代替弾力性

の組み合わせを考える。

ケース３では５つの資産に投資可能だが、投資機会集合の変動を代表する無リスク利子

率 ,f tr について、時点 t に 0.2%、1.7％、3.2%の３通りの値が実現したとして、それぞれ

の値のもとで非線形方程式(55)式を解いて対数線形化パラメター   を求める。それを

(58)式へ代入して最適消費･富比率を求めるのである。(58)式は、直接には観測不能な状態

変数の実現値 tx を含んでいるが、本稿ではその無条件期待値である x の Campbell らによ

る推定値を tx に代えて使用し、計算した。 は 0.9 と設定、他のパラメターの推定値は表

2 に示した通りである。
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表 4 無リスク利子率の変化と最適消費･富比率 （％表示）

 0.2 0.5 0.7 0.9 1.0 1.1 1.2

 ,f tr

0.2% 39.46 29.77 22.46 14.37 10.00 5.39 0.51
0.75 1.7% 40.05 30.17 22.69 14.44 10.00 5.35 0.49

3.2% 40.66 30.57 22.94 14.51 10.00 5.31 0.48

0.2% 36.53 27.67 21.08 13.87 10.00 5.94 1.65
0.8 1.7% 37.14 28.07 21.32 13.94 10.00 5.89 1.62

3.2% 37.76 28.48 21.56 14.01 10.00 5.85 1.59

0.2% 31.71 24.29 18.89 13.08 10.00 6.79 3.42
0.9 1.7% 32.34 24.69 19.13 13.15 10.00 6.74 3.36

3.2% 32.98 25.10 19.36 13.22 10.00 6.69 3.30

0.2% 27.94 21.71 17.25 12.50 10.00 7.41 4.71
1.0 1.7% 28.57 22.11 17.48 12.57 10.00 7.36 4.64

3.2% 29.23 22.51 17.71 12.63 10.00 7.31 4.56

0.2% 13.06 11.95 11.19 10.40 10.00 9.59 9.17
2.0 1.7% 13.61 12.38 11.38 10.47 10.00 9.53 9.05

3.2% 14.18 12.63 11.58 10.53 10.00 9.47 8.94

0.2% 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00
2.76559 1.7% 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00

3.2% 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00

0.2% 6.71 7.91 8.73 9.57 10.00 10.43 10.86
5.0 1.7% 7.11 8.18 8.91 9.63 10.00 10.37 10.73

3.2% 7.53 8.47 9.08 9.70 10.00 10.30 10.60

0.2% 5.63 7.22 8.32 9.43 10.00 10.57 11.14
7.5 1.7% 5.99 7.48 8.49 9.50 10.00 10.51 11.01

3.2% 6.37 7.75 8.66 9.56 10.00 10.44 10.88

0.2% 5.14 6.91 8.13 9.37 10.00 10.63 11.27
10 1.7% 5.48 7.16 8.29 9.43 10.00 10.57 11.14

3.2% 5.83 7.42 8.47 9.49 10.00 10.51 11.01

0.2% 4.46 6.48 7.87 9.28 10.00 10.72 11.44
20 1.7% 4.77 6.72 8.03 9.34 10.00 10.66 11.31

3.2% 5.09 6.97 8.20 9.40 10.00 10.59 11.18

0.2% 3.97 6.16 7.68 9.22 10.00 10.78 11.57
100 1.7% 4.25 6.40 7.84 9.28 10.00 10.72 11.44

3.2% 4.55 6.64 8.00 9.34 10.00 10.65 11.30

0.2% 3.87 6.09 7.64 9.21 10.00 10.80 11.60
1000 1.7% 4.14 6.33 7.80 9.27 10.00 10.73 11.46

3.2% 4.44 6.57 7.96 9.33 10.00 10.67 11.33

注：本表の推定値は、投資可能な資産として株式、長・短名目債、および長・短インフレ連動債が利用可能

な５資産のケースに基づくものである。実質無リスク利子率は連続複利年率％表示。本表作成に用いたパラ

メター値として、表 2 に示したもの以外に、 0.9  がある。



３４

ここで、 , 1.7%f tr  という水準は、表 2 に掲載した Campbell and Viceira(2002)が米国の

1952 年から 1999 年までのサンプル期間について推定した、各時系列モデルのパラメター

の推定値から計算した理論値である。これは、全期間を通じた無リスク利子率の無条件平

均の推定値になっている。本稿ではその水準をはさむようにプラス、マイナス 1.5%ポイ

ントを加えた水準をあらかじめ設定して、比較静学を行った。表 4 として、(58)式を使っ

て求めた最適な消費･富比率をまとめておいた。

同表からただちにわかることは、消費の意思決定は、 と の両パラメターに高感度

で依存するという点である。まず相対的リスク回避度 についてみると、 の値が小さい

とき )2(  、各行を左から右へとみていくと、消費･富比率は異時点間代替弾力性 の減

少関数になっていることがわかる。反対に、 の値が大きいとき )76559.2(  、消費･富

比率は の増加関数になっている。 ＝2.76559 のときには、 の値にかかわらず、３つ

の無リスク利子率水準のすべてにおいて消費･富比率は 10%であり、 の値に依存してい

ないことがわかる。

この ＝2.76559 という値は、消費･富比率が1 0.1  の水準に等しくなる水準を数値解

析によって求めたものであるが、著者らの知る限り、最適消費・富比率を一定にする相対

的リスク回避度が存在することは既存の研究では報告されていない。Appendix-C では、

任意の異時点間代替弾力性 の水準において、最適消費・富比率 t tC / W を確定値1  に

等しくするような相対的リスク回避度が存在する理由を示しておいた。

次に、異時点間代替弾力性 についてみると、 が１よりも小さい列を上から下にみ

ていくと、消費･富比率が相対的リスク回避度 の減少関数になっていることがわかる。

反対に、 が１よりも大きい列では消費･富比率は  の増加関数である。 1 の列では、

(59)式によって明らかにしたように、消費･富比率は相対的リスク回避度から独立になり、

1.01/  tt WC という定数になっている。この結果は、Giovannini and Weil(1989)が明

らかにした論点を数値的に確認するものである。また、以上の数値実験の結果は、

Campbell and Viceira(1999)が株式と短期インフレ連動債の２資産モデルで報告した最適消

費･富比率の特徴と同様の定性的傾向を示しているといえる。

表 4 には、各 ごとに、３通りの無リスク利子率水準のもとでの消費･富比率を記載し

たが、 が１よりも大きい場合と小さい場合とで、消費･富比率の変化の方向が反対にな

っている。すなわち、 が１より大きいときには、先ほど指摘した ＝2.76559 以外のす

べての相対的リスク回避度において、無リスク利子率が高いほど、消費･富比率は小さく

なっている（減少関数）。反対に、 が１より小さいときには消費･富比率は無リスク利

子率の増加関数になっており、 1  の場合には消費･富比率は無リスク利子率から独立で

ある。 1  という値は、消費･富比率とリスク回避度との関数関係を減少・増加と分ける

のみならず、無リスク利子率に対する減少・増加の関係をも分けるということである。

この数学的な理由を考察すると、最適消費･富比率は、(58)および(57)式で求めたように、

状態変数の実現値 tx に対して、
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で与えられるのであるが、無リスク利子率が状態変数に完全相関しているため、
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(60)

が成立するからである。

この状況を経済的に解釈するために、まず、本モデルにおいて、無リスク利子率の上昇

は投資機会集合の改善を意味することを思い起こしてみよう。 1  の投資家は、Across

Periods のリスクに対する許容度が高く、投資機会が改善したときに現在消費から将来消

費へ消費を代替する（将来消費を大きめにする）ことに対して抵抗が小さい。一般に、実

質無リスク利子率が増加すると予算制約が緩くなるため、将来消費のみならず、現在消費

をも増加させるインセンティブ、すなわち所得効果が働く。その一方で、将来消費が現在

消費に比べて割安になるため、割高な現在消費を減らして将来消費へと向かう代替効果も

存在する。 1  の投資家の場合、代替効果のほうが所得効果よりも大きいために、無リ

スク利子率の上昇に応じて最適消費･富比率は減少するのである。

反対に、 1  の投資家は、所得効果のほうが代替効果よりも大きく、無リスク利子率

の上昇は最適消費･富比率を増加させる。所得効果と代替効果の大きさが同じで、両効果

がちょうど相殺されるのが 1  であり、そのため相対的リスク回避度 の水準にかかわ

らず、最適消費･富比率は無リスク利子率の変化から独立になるのである。21

6.3. 最適アセット･ミックス：３資産の場合（ケース１）

次に、投資決定についてみよう。長期・多期間の投資における最適なポートフォリオが

どのようなものであるか、(19) 式、あるいは(20a)式を用いて得られた結果を示す。まず、

ケース１から検討するが、これは、投資家行動という観点からみれば、一般の投資家がイ

ンフレ連動債への投資を選択肢として認識しているとは必ずしもいえない我が国の状況を

念頭においたものである。ただし、短期インフレ連動債は確かに存在し、その利回りであ

21内外のマクロデータに基づく実証研究において、 すなわち EIS の水準が１よりも有意に大

きいのか、あるいは小さいのかについて、コンセンサスは未だ存在しないようである。代表

的な実証分析をあげておくと、 1  とするものには、米国を対象とした Vissing-Jorgensen and

Attanasio(2000)、および、我が国を対象とした Fuse(2004)がある。本稿が多期間投資モデルの

例として説明に使用したモデルの構築において中心的存在であった Campbell は、Campbell

and Viceira(2002)では =1 のケースについて報告しているものの、2003 年に出版したハンドブ

ックの中では、米国、日本いずれにおいても 1  であるという推定結果を報告している。
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る実質無リスク利子率は観察可能、あるいは推定可能と設定している。

表 5 は、投資対象に加えることのできる証券として、株式、残存期間（満期）が 10 年

の長期名目債、および、満期が３か月の短期名目債の３種類のみを仮定した場合の、1999

年第Ⅱ四半期に米国市場を前に立っているという条件付きで求めた最適投資比率である。

株式として市場ポートフォリオ（株価指数連動型ポートフォリオ）を、長期および短期名

目債としてはデフォルト・リスクがない割引国債を想定しており、短期名目債を第０資産

と定めて、キャッシュの役割を負わせている。

相対的リスク回避度 γ を 0.75 と 1000 の間にとり、また、異時点間代替弾力性 ψ を 0.2、

0.7、および 1.2 にとって、それぞれの値のもとで、(19)式によって３資産への投資比率を

計算した。そのうち陰を付した行に示した数値は、(19)式の右辺第２項、すなわちヘッジ

需要にもとづく投資比率で、内数である。このヘッジ需要に、表には明示していないが、

近視眼的需要にもとづく投資比率（同式右辺第１項）を加えたものが、表に掲載した当該

資産への最適投資比率になっている。

表 5 から、３資産への投資比率が、相対的リスク回避度 γの水準に敏感に反応すること

がみてとれる。その一方で、投資比率は ψの大きさによってはさほど変化しない。各相

対的リスク回避度ごとに、異時点間代替弾力性 ψが 0.2、0.7、1.2 の３ケースについて最

適投資比率を求めてあるが、一見して、最適投資比率は の水準に応じて多少変化する

ものの、その影響はごくわずかであることがわかる。
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相対的リスク回避度の

小さい投資家からみてい

くと、 75.0 というリ

スク中立に近い投資家の

場合には、期待収益率が

大きい株式へ 468％、長

期名目債へ約 150%とい

う１を超える投資比率を

選択するのが最適となっ

ている。その資金は、貯

蓄 tt CW  （以下、時点 t

において投資に使用可能

な手持ち資金という意味

でキャピタル・ベースと

いう）に加えて、短期名

目債をキャピタル・ベー

スの 500％を超えて空売

りすることによって手当

てしており、極端に大き

いレバレッジが効いてい

る。その結果、このポー

トフォリオは期待収益率、

標準偏差ともに年率連続

複利表示で 80％に近い、

極度にハイリスク・ハイ

リターンなものになる。

相対的リスク回避度が小

さいこの投資家にとって

は、それが最適というこ

とである。

次に、 1 の投資家

をみると、すべての

の水準において投資比率

は同一になっている。こ

の投資家は、(19)式から、

ヘッジ需要を有しない近

視眼的投資家であったこ

とを思い起こしていただきたい。表には 1 かつ 1 の場合である対数型期待効用関数

表4-5 ３資産に投資可能な場合の最適投資比率 (％表示)

株式 長期名目債 短期名目債 期待収益率 標準偏差
満期10年 満期3か月 分散調整後

0.2 468.02 151.70 -519.72 75.64 79.65
0.55 0.49

0.75 0.7 468.02 151.02 -519.04 75.61 79.63
0.56 -0.20

1.2 468.06 148.56 -516.62 75.51 79.57
0.59 -2.65

0.2 350.60 113.41 -364.01 51.20 59.65
0.00 0.00

1 0.7 350.60 113.41 -364.01 51.20 59.65
0.00 0.00

1.2 350.60 113.41 -364.01 51.20 59.65
0.00 0.00

0.2 174.45 58.12 -132.57 22.11 29.72
-0.85 1.41

2 0.7 174.45 58.33 -132.78 22.11 29.73
-0.85 1.62

1.2 174.45 58.56 -133.01 22.12 29.74
-0.85 1.85

0.2 68.74 26.91 4.35 9.01 11.89
-1.39 4.22

5 0.7 68.75 25.96 5.29 8.98 11.86
-1.37 3.28

1.2 68.76 25.21 6.03 8.96 11.83
-1.36 2.53

0.2 33.49 16.91 49.60 5.36 6.07
-1.57 5.57

10 0.7 33.51 15.26 51.23 5.32 6.00
-1.55 3.92

1.2 33.53 14.07 52.40 5.29 5.96
-1.53 2.73

0.2 15.84 12.15 71.99 3.68 3.37
-1.67 6.48

20 0.7 15.90 9.94 74.16 3.63 3.26
-1.63 4.27

1.2 15.92 8.49 75.59 3.59 3.19
-1.62 2.82

0.2 N.A. N.A. N.A. N.A. N.A.

100 0.7 1.80 6.01 92.19 2.34 1.79
-1.71 4.88

1.2 1.83 3.93 94.24 2.30 1.68
-1.68 2.80

0.2 N.A. N.A. N.A. N.A. N.A.

1000 0.7 N.A. N.A. N.A N.A. N.A.

1.2 1.33 2.00 94.24 2.30 1.68
-1.68 1.89

選好パラメター

注：陰を付した投資比率は、ヘッジ需要分で内数。短期名目債をベンチマーク資産と定
義し、キャッシュの役割をもたせた。本表作成に用いたパラメター値は表4-2と同じであ
り、実質無リスク利子率は連続複利年率表示で1.7％と設定した。なお、 N.A. は計算不
能を表す。

 
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のケースは掲載していないが、その場合にもやはり、表中の 1 の行に示したものと同

一の投資比率になる。 1 の場合にも、 75.0 と同様に、多額の短期名目債をショー

トして、株式と長期名目債を対象に 100％を超えるロング・ポジションをもつのが最適と

なる。

5 の標準的な相対的リスク回避度をもつ投資家は、株式へ約 69％、長期名目債へ

25％～27％、残余５％前後の資金をキャッシュとしての短期名目債に投資しており、

が異なっていても投資比率にはほとんど差がない。 100 という極端にリスク回避的な

投資家については、 2.0 のケースでは使用プログラム（Mathematica 10）の計算能力

の限界のために投資比率を求めることはできなかったが、 が 0.7、1.2 の両ケースでは

短期名目債（キャッシュ）への投資比率が 90％を超えており、株式へは２％未満、長期

名目債には５％程度しか投資されないことがわかる。

Campbell and Viceira (2002, p.78)の Table 3.3、”Unconstrained”の欄には、株式、長・短名

目債の３資産への投資が可能な場合の最適投資比率が報告されている。これをみると、γ

が２以下のケースでは短期名目債を約 200％から 500％近くショートしてその資金を株式

へロング（買い持ち）するのが最適となっており、極端に大きなレバレッジをとる点、お

よび株式へ 100％を超える投資を行う点は本稿の結果と同じである。22本稿と大きく異な

る点は、彼らの分析では、長期名目債への最適投資比率が非常に小さく、現実的なリスク

回避度のもとではほとんど需要されることがないとしている点である。それに対して、本

稿の数値実験結果によれば、表 4-5 から明らかな通りに長期名目債への投資比率は比較的

大きく、投資対象が３資産の場合には長期名目債の役割は無視できないといえる。

表 5 の陰を付した行にあるヘッジ目的の投資比率をみると、株式はすべてのケースにお

いて絶対値で２％未満であり、株式へのヘッジ需要は、ロングであれショートであれ、ほ

とんど無視可能であることがわかる。一方、長期名目債については、γが 10 ないし 20 の

投資家で が 0.2 と小さいケースをみると、ヘッジ需要は投資比率で５％を超え、長期名

目債の総投資比率の３分の１から２分の１程度の比重を占めることがわかる。これは、イ

ンフレや金利水準変化が引き起こす投資機会集合の変動に対して効果的なヘッジ資産が存

22 Campbellらのモデルの顕著な特徴は、現実的なリスク回避度のもとでは、ほとんどの場合、

SPMが高い資産に対する最適投資比率が、SPMが低い資産の空売りのもとで、100％を超える

極端に大きな水準になることである。佐々木(2000)は、日本株式、米国株式、日本長期名目債、

米国長期名目債の４資産について、Campbell(2003)のモデルを用いて、彼らと同一の選好パラ

メターのもとで、1970年から2009年までの四半期データを用いて最適ポートフォリオを推定し

ている。同論文に掲載されているグラフをみると、為替ヘッジをしない場合には日本名目長期

債のSPMが最大であり、たとえば 1  の対数型効用では同長期債に350％程度の投資比率が、

為替ヘッジをした場合には米国株式のSPMが最大となり、同株式に200％程度の投資が最適と

いう結果が報告されている。SPMが、すべて実質値で定義、計測されているかどうかは明らか

ではないので、報告されている結果も慎重に解釈する必要があるが、SPMが高い資産への過大

な投資が最適であるとする特徴は一貫しているようである。
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在しない状況下で、Across States と Across Periods の両方のリスクを強く回避する投資家

は、消極的ながらも、長期名目債をヘッジのために保有することを表している。

6.4. 最適アセット･ミックス：４資産の場合（ケース２）

Campbell and Viceira (2002)は、長期・短期の債券として、名目債のみ利用可能なケース

とインフレ連動債のみ利用可能なケースだけを分析の対象としている。したがって、現実

の投資環境がそうであるような、名目債とインフレ連動債が同時に存在する場合の最適ポ

ートフォリオのあり方については未だ解明されていないといえる。そこで本稿では、ケー

ス２として、長・短名目債に加えて長期インフレ連動債が同時に存在する状況（４資産モ

デル）、およびケース３として、長・短インフレ連動債もまた同時に存在する状況（５資

産モデル）を想定して最適投資比率を求めることにする。

まず、株式と長・短期の名目債しか利用できなかった市場に長期インフレ連動債を導入

するとき投資家の最適ポートフォリオがどう変化するか、４資産へ投資可能であると仮定

したケース２について、最適ポートフォリオ比率を与える(19)式を用いて検討する。その

結果が表 6 である。表中、インフレ連動債は実質債と表現している。
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３資産のケースでもそうだったが、表を一見して、最適投資比率は の大小によって

表4-6 ４資産に投資可能な場合の最適投資比率 (％表示)

選好パラメター 株式 長期名目債 長期実質債 短期名目債 期待収益率 標準偏差
満期10年 満期10年 満期3か月 分散調整後

0.2 480.14 78.41 738.10 -1196.65 87.84 88.16
0.38 1.59 -10.16

0.75 0.7 480.08 78.13 734.02 -1192.23 87.73 88.08
0.32 1.30 -14.23

1.2 480.14 78.41 738.10 -1196.65 87.84 88.16
0.08 0.13 -31.19

0.2 359.82 57.62 561.19 -878.63 59.13 66.14
0.00 0.00 0.00

1 0.7 359.82 57.62 561.19 -878.63 59.13 66.14
0.00 0.00 0.00

1.2 359.82 57.62 561.19 -878.63 59.13 66.14
0.00 0.00 0.00

0.2 179.52 27.28 308.14 -414.94 25.37 33.37
-0.39 -1.53 27.55

2 0.7 179.54 27.42 310.05 -417.01 25.40 33.42
-0.37 -1.39 29.45

1.2 179.57 27.58 312.34 -419.49 25.44 33.46
-0.33 -1.23 31.74

0.2 71.50 9.89 167.89 -149.28 10.43 14.06
-0.47 -1.69 55.65

5 0.7 71.44 9.59 163.70 -144.73 10.37 13.96
-0.53 -1.93 51.46

1.2 71.39 9.35 160.10 -140.84 10.32 13.87
-0.58 -2.18 47.86

0.2 35.52 4.23 123.19 -62.94 6.32 7.84
-0.46 -1.53 67.08

10 0.7 35.41 3.68 115.36 -54.45 6.22 7.62
-0.46 -1.53 67.08

1.2 35.32 3.26 109.23 -47.81 6.14 7.45
-0.66 -2.50 53.11

0.2 17.53 1.42 101.13 -20.08 4.42 4.95
-0.46 -1.46 73.07

20 0.7 17.40 0.73 91.23 -9.36 4.30 4.63
-0.60 -2.15 63.17

1.2 17.29 0.22 83.79 -1.30 4.22 4.40
-0.70 -2.66 55.73

0.2 3.15 -0.81 83.69 13.97 2.98 3.15
-0.45 -1.46 78.08

100 0.7 2.99 -1.62 72.01 26.62 2.85 2.73
-0.61 -2.20 66.39

1.2 2.86 -2.22 63.39 35.97 2.75 2.43
-0.37 -2.80 57.78

0.2 -0.07 -1.23 80.97 20.33 2.68 2.95
-0.43 -1.29 80.41

1000 0.7 -0.24 -2.09 68.53 33.80 2.54 2.51
-0.60 -2.15 67.97

1.2 -0.39 -2.82 58.09 45.12 2.42 2.17
-0.75 -2.87 57.53

注：陰を付した投資比率は、ヘッジ需要分で内数。短期名目債をベンチマーク資産と定義し、キャッシュ
の役割をもたせた。本表作成に用いたパラメター値は表4-2と同じであり、実質無リスク利子率は連続複
利年率表示で1.7％と設定した。

 
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若干の変化はみせるものの、その影響は非常に小さいことがわかる。Across States のリス

クに対する許容度 は、消費と貯蓄の意思決定においては主だった役割を果たすが、ポ

ートフォリオ構成の意思決定を主として担うのは Across States のリスクに対する回避度 γ

ということである。このことは、Epstein=Zin 効用をもつ投資家が、投資の意思決定にお

いて、 に関する考慮を明示的に行わなくても、それによって失われる投資効率は大き

くないということを含意している。要するに、長期投資のポートフォリオ決定において、

 について神経質である必要はないのである。

表で最も特徴的な点は、長期インフレ連動債（長期実質債）への需要は、 と γのすべ

ての組み合わせにおいて株式をはるかに凌ぐ水準であり、投資家に最も需要される証券と

なっていることである。その一方で、名目債しか利用できなかった前述の３資産のケース

と比較して、長期名目債への投資比率が、やはりすべての と γの組み合わせにおいて劇

的に減少している。長期インフレ連動債は、長期名目債に比べてインフレに対するヘッジ

効率が格段に優れているばかりでなく、リスク・リターンのトレードオフを示す SPM に

おいても高い値をもつ債券であるためである。

いま、ヘッジ需要が存在しない投資家、すなわち、相対的リスク回避度が 1 の３つ

の行（陰を付した欄にある数値がゼロ）をみると、 の水準にかかわらず、長期インフ

レ連動債へ約 560％、株式へ約 360％投資するのが最適となっている。前述の３資産のケ

ースに比べて株式への投資比率は約９％ポイントの微増となっているものの、新たに加わ

えた長期インフレ連動債への投資比率は株式に比べて約 200％ポイントも大きめとなって

いる。その一方で、インフレ連動債の登場により長期名目債はリスク・リターンのトレー

ドオフからみて魅力のない債券となってしまい、３資産のケースに比べて投資比率はほぼ

半減して 60％未満の値になっている。これらの高レバレッジの投資ポジションを支える

のはキャッシュの役割をもたせた短期名目債のショートであり、キャピタル・ベース比で

約 880％もの負の投資比率（借り入れ）となっている。

ところで、SPM を使った比較では、株式のほうが長期インフレ連動債よりも大きい。

連続複利表示の値を示せば、SPM(株式)=0.6011、SPM(長期インフレ連動債)=0.3258 であ

る。そうであるにもかかわらず、リスク・リターンのトレードオフにもとづく近視眼的需

要は長期インフレ連動債のほうが大きくなっているのはなぜだろうか。その理由は、最適

投資比率を与える(19)式を吟味することによって明らかになる。同式の第１項をみると、

近視眼的需要は SPM に比例しているのではなく、SPM をさらに標準偏差で除した値に比

例している。すなわち、第１項の分子は対数分散の 1/2 によって調整した連続複利表示の

期待超過収益率であるが、その分母（式中では、対数共分散行列の逆行列）は対数標準偏

差ではなく、対数分散である。株式の SPM 値は長期インフレ連動債よりも大きいものの、

標準偏差もまた大きいため（標準偏差リスクは、年率連続複利表示で、株式が 18.61％、

長期インフレ連動債が 3.575％）、SPM をさらに標準偏差で除した値で比べると、長期イ

ンフレ連動債(0.08672)のほうが株式(0.03229)よりも有利になるのである。

次に、γ＝5 の行をみてみよう。この相対的リスク回避度 γ の水準は、実証的にみれば、

ごく標準的な投資家を表している。この投資家は、すべての の水準において、キャッ
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シュとしての短期名目債をキャピタルベースの 150％近く空売りし、その売却代金とキャ

ピタルベースとを合わせた資金を長期インフレ連動債に 160％を超える比率で、株式には

約 70％の比率で投資する。残る約 10％は長期名目債に投資するが、インフレ連動債が利

用できない３資産のケースでは 25％以上の投資比率であったので、やはり、大幅な投資

比率の低下である。また、長期インフレ連動債の投資比率のうち約 50％ポイント部分は、

陰を付した行に表示してあるようにヘッジ需要が占めているという特徴がある。

相対的リスク回避度が非常に小さい、あるいは非常に大きい両極端の投資家のポートフ

ォリオについてみてみよう。γ＝0.75 というリスク中立に近い投資家の場合には、期待収

益率が高い株式へ 480％、長期名目債へ約 78%、長期インフレ連動債に 740％近くを投資

するのが最適であり、そのための資金は、短期名目債をキャピタルベースの 1200％近く

空売りすることによって手当てしている。こうした高いレバレッジをとる結果、期待収益

率、標準偏差がともに年率連続複利表示で 88％程度と高い、ハイリスク・ハイリターン

のポートフォリオが選ばれることになる。

一方、γ＝1000 という極端にリスク回避的な投資家は、すべての の水準において、株

式への需要は１％未満のショートである。また、長期名目債は１％から３％弱のショート

であり、投資比率の太宗は、長期インフレ連動債とキャッシュとしての短期名目債の２種

類の証券によって占められている。そのとき、 の水準によって、長期インフレ連動債

への最適投資比率は８割から６割と幅がみられる。同じ傾向は γ＝100 の投資家について

も確認できるので、γが極端に大きい投資家に限っては、異時点間代替弾力性 の大小が

ポートフォリオ構成に及ぼす影響は無視できないとみてよい。

γ が極端に大きい投資家の場合には、 が小さい（異時点間消費代替への許容度が低い）

ほど、長期インフレ連動債への投資比率が高くなっており、また、その投資比率のほとん

どは、陰を付した欄内に示したヘッジ需要動機であることもわかる。これは、Across

States のリスクも、Across Periods のリスクも、いずれも極度に忌避する投資家の当然のリ

スク態度を映したものといえる。

6.5. 最適アセット･ミックス：５資産の場合（ケース３）

最後に、ケース３、すなわち、長期インフレ連動債に加えて、短期のインフレ連動債も

合わせて導入した場合の投資決定をみよう。23投資可能な金融資産は株式と、長・短名目

債、長・短インフレ連動債の計５種類である。短期インフレ連動債の確定利回りは実質無

リスク利子率に等しいので、実質無リスク資産が存在する場合の最適投資比率を与える

(20a)式を用いることができる。その結果をまとめたのが、表 7 である。表では、ヘッジ

需要分をこれまで通り陰を付した欄に内数として掲載しているが、３資産のケースと４資

23これは、日本市場では、2025年にかけて徐々に実現する状況である。ただ、物価連動国

債ファンドがすでに購入可能である実情を考えると、高度な知識と十分な資産額を有する

個人投資家にとっては、本稿執筆時点の2017年現在、すでに到来した事態といってよい。
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産のケースでは、キャッシュとしての役割を短期名目債に負わせたのに対し、この５資産

のケースでは短期インフレ連動債をベンチマーク資産と定め、キャッシュの役割を与えて

いる。表中、インフレ連動債は実質債と表現している。

一見して、すべての相対的リスク回避度 γの水準において、残存期間の長短を問わず、

名目債への需要は前２ケースに比して激減していることがわかる。長期名目債はリスク選

好のどの組み合わせにおいてもほとんど需要されず、ヘッジ需要もほぼゼロである。同じ

ことが短期名目債についてもいえる。短期名目債は、すべてのケースで 2.0～0.2％程度需

要されるが、大まかにいえば、長期投資の対象としては無視してよいといえる。

ヘッジ機能をみても、インフレ連動債のほうが格段に優れており、名目債は役立たない。

なお、３資産、４資産のケースにおいて名目債が担っていた、キャピタル・ベースに加え

て追加的な投資資金を提供するキャッシュとしての役割は、ここでは短期インフレ連動債

に代えてある。実際、短期インフレ連動債の欄を上から下にみていくと、γ＝1000 以外で

は投資比率がすべて負値すなわち空売りポジションとなっていて、短期２種の債券間での

キャッシュとしての役割転換がうまく機能していることが確かめられる。

γが１の場合、ψの水準にかかわらず各資産への投資比率は同一である。ベンチマーク

資産が短期名目債から短期インフレ連動債に代わり、投資比率の算出式が(20a)式に代わ

っても、ヘッジ需要がやはりゼロである点は、３資産、４資産のケースと変わらない。

γ＝5 の標準的な投資家をみると、短期インフレ連動債にマイナス 160％前後の負の投資

比率を割り当て、また、長期インフレ連動債へ 190％程度、株式へ約 69％投資する結果、

長・短名目債への合計投資比率は表中の３つの ψの水準においていずれも１％未満とな

っている。長・短インフレ連動債の導入によって、名目債券はヘッジ機能とリスク・リタ

ーン特性の両面においてまったく魅力のない、無用の長物と化してしまうことがわかる。

株式への投資比率はそのほとんどが近視眼的需要であり、ヘッジ需要がほぼゼロである一

方、長期インフレ連動債への投資においては、投資比率の内数として 40％から 50％をヘ

ッジ需要が占めているという特徴がある。
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γ＝1000 という極端にリスク回避的な投資家の行をみると、長・短インフレ連動債以外

の証券への需要は最大でも 0.3％であり、株式や名目債への需要はほぼ消失する。株式が

忌避されるのはリスクが高いためであって、投資需要はほとんどない。こうした投資家は、

長期および短期のインフレ連動債があればヘッジ需要を十分に満たしたポートフォリオを

組むことができ、それによって自身の期待効用は最大化できるのである。

Campbell and Viceira (2002)は、名目債とインフレ連動債が同時に存在する状況は考察し

表4-7 ５資産に投資可能な場合の最適投資比率 (％表示)

株式 長期名目債 長期実質債 短期名目債 短期実質債 期待収益率 標準偏差
満期10年 満期10年 満期3か月 満期3か月 分散調整後

0.2 462.54 2.66 946.49 2.00 -1313.69 89.71 86.95
0.01 0.00 -5.48 -27.84

0.75 0.7 462.55 2.66 941.65 1.98 -1308.84 89.58 86.87
0.02 0.00 -10.32 -22.98

1.2 462.58 2.65 919.72 1.89 -1286.84 89.00 86.48
0.05 -0.01 -32.25 -0.99

0.2 346.90 2.00 713.97 1.52 -964.39 60.71 65.29
0.00 0.00 0.00 0.00

1 0.7 346.90 2.00 713.97 1.52 -964.39 60.71 65.29
0.00 0.00 0.00 0.00

1.2 346.90 2.00 713.97 1.52 -964.39 60.71 65.29
0.00 0.00 0.00 0.00

0.2 173.41 1.01 379.74 0.85 -455.01 26.27 33.06
-0.04 0.01 22.75 27.18

2 0.7 173.41 1.01 382.32 0.86 -457.60 26.31 33.10
-0.04 0.01 25.33 24.59

1.2 173.40 1.01 385.53 0.88 -460.82 26.37 33.16
-0.05 0.01 28.54 21.37

0.2 69.30 0.42 193.42 0.51 -163.65 10.79 14.05
-0.08 0.02 50.62 29.23

5 0.7 69.31 0.42 188.76 0.49 -158.98 10.72 13.95
-0.07 0.02 45.97 33.90

1.2 69.31 0.42 184.71 0.47 -154.91 10.67 13.87
-0.07 0.02 41.91 37.96

0.2 34.59 0.22 133.96 0.42 -69.19 6.48 7.90
-0.10 0.02 62.56 27.25

10 0.7 34.60 0.22 124.82 0.38 -60.02 6.36 7.67
-0.09 0.02 53.42 36.42

1.2 34.62 0.22 117.61 0.34 -52.79 6.26 7.50
-0.07 0.02 46.21 43.65

0.2 17.23 0.13 104.62 0.36 -22.34 4.48 5.50
-0.11 0.03 68.92 25.88

20 0.7 17.25 0.12 92.90 0.32 -10.59 4.33 4.65
-0.09 0.02 57.20 37.63

1.2 17.27 0.12 84.06 0.28 -1.73 4.22 4.40
-0.08 0.02 48.36 46.49

0.2 0.23 0.03 76.05 0.31 23.38 2.61 2.78
-0.12 0.03 75.33 24.35

1000 0.7 0.25 0.02 61.64 0.26 37.83 2.44 2.26
-0.10 0.02 60.92 38.80

1.2 0.27 0.02 51.19 0.21 48.31 2.32 1.87
-0.08 0.02 50.48 49.27

選好パラメター

注：陰を付した投資比率は、ヘッジ需要分で内数。短期実質債（短期インフレ連動債）をベンチマーク資産と定義し、
キャッシュの役割をもたせた。本表作成に用いたパラメター値は表4-2と同じであり、実質無リスク利子率は連続複
利年率表示で1.7％と設定した。

 
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ていない。すなわち、本稿の４資産および５資産のケースとは投資可能な証券のメニュー

が異なっており、彼我の数値実験結果の比較検討は慎重に行わねばならない。また、彼ら

は ρの計算を迂回するために、異時点間代替弾力性 ψが１の場合のみの分析に限定し、ψ

の変化が最適投資比率にどれほどの影響を及ぼすものであるかは明らかにしていない。

本節の分析により明らかになった点を強調しておくと、５資産のケースのように長期お

よび短期のインフレ連動債が導入された場合には、γが１未満の例外的な場合を除いて、

投資家は長期および短期の名目債をほとんど需要しなくなることが明らかになった。また、

投資家の γが極端に大きくない限り、ψの水準は最適投資比率にはきわめて限界的な影響

しか及ぼさないこともわかった。５資産のケースにおける最適投資比率には、Campbell

and Viceira(2002)の株式と長・短インフレ連動債の３資産のみに投資可能なケースについ

ての分析結果と同じ傾向が認められるといえるが、彼らの報告内容を補うものとして、ψ

の水準を変え、長短の名目債への投資を許容しても同様の結果が得られることが、本稿の

数値実験によって明らかになった。

長期インフレ連動債の導入は、長期名目債の需要を激減させる効果をもつことが４資産

のケースから予想されたが、５資産のケースにより明らかになったように、γが１未満で

ない限り、長期に加えて短期インフレ連動債も導入するならば（あるいは、長期インフレ

連動債を多年度にわたって発行し続け、そのために長期から短期まで流通市場における満

期構成が多様となった場合には）、長期および短期名目債に対する需要はほとんど消滅し

てしまう。このことがもつ政府の財政担当者（財務省理財局）にとっての含意は深甚であ

って、もし長期・短期のインフレ連動債を大量に市場投入するならば、日本銀行が極端な

貨幣政策をとらない限り名目債券市場は暴落し、少なくとも個人投資家にとっての存在意

義は消失することが理論的に予想できる。偶然にか、あるいは意図しての政策対応かは判

断しかねるが、日本の国債発行額全体に占めるインフレ連動債のシェアはまだまだ微々た

る状態におかれ、また、個人投資家のインフレ連動債市場へのアクセスが、ようやく認め

られたとはいえ、なお大きく制約されていることには、市場秩序の維持という点からみて、

小さからぬ合理性のあることが本稿の分析の結果明らかとなった。ただしそれによって、

国民全般の効用拡大機会が犠牲になっていることも指摘しておく必要があるだろう。

7. 労働所得と株価の平均回帰性の影響および総括

最後に、前節までの分析では捨象した労働所得と、不十分にしかモデル化されていない

長期の投資ホライズンにおける株価の平均回帰性の影響について述べ、また、代表的な多

期間モデルであるとして本稿で紹介した Canmbell らのモデルとそれを修正・拡張して行

った本稿における数値実験結果について総括しておこう。

7.1. 労働所得の影響
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投資家の人的資産(Human Capital Asset)は、その時点から将来にわたってもたらされる

と期待される労働所得流列の現在価値のことである。これは、金融資産とともに、投資家

の富を構成する重要な資産であるが、前者と異なり、市場で自由に売買することができな

いという特徴をもつ。それゆえ、そのリスクはバックグラウンド・リスク(Background

Risk)とよばれる。以下では、第６番目の資産として人的資産を認識するときの投資家の

意思決定を定性的に分析する。

人的資産が無リスク資産であるか、あるいはリスク資産であるかは、投資家自身の労働

所得がどのようなリスクを内包するかに依存する。仮に、労働協約等により労働所得がイ

ンフレに連動し、雇用主である会社の経営面からもあるいは投資家の選択としても終身効

用が期待でき、これらが長期にわたって安定的な消費を可能にするのであれば、その所得

は実質的に無リスクのキャッシュ・フローとみなせるであろう。その場合の人的資産は、

長期インフレ連動債への正の投資に類似するので、本稿のモデルに即していえば、長期イ

ンフレ連動債の投資比率を減じ、リスク資産としての株式への投資を促進する効果がある。

24

一方、投資家の実質労働所得が景気動向に依存して変動する場合には、人的資産はリス

ク資産に類似してくる。実質労働所得が株式株価指数水準と正の相関をもつ業種に勤務す

る投資家であれば、労働所得の存在は株式への投資を減少させ、逆に、負の相関をもつ投

資家であれば株式投資を増加させる効果をもつ。25

一般に、投資家が退職時期に近づくにつれてその労働所得の現在価値は減少する。人的

資産は加齢とともに減少し、ついには消滅するのである。高齢期を迎える投資家は、退職

時期が近づくにつれて人的資産が減少することを正しく認識して、若年期に比べて株式等

のリスク資産への投資を減じるべきである。

24信頼度の高い年金システムの存在も、もしそれが投資家の積み立てを強制し、年金運用

担当者がもっぱら実質無リスク資産での運用を選択するのであれば、同じ理由から、株式

への投資を促進する。逆に、年金運用が高リスクの資産で行われ、年金運用情報が十分に

開示されるならば、それは合理的な個人投資家が株式へと向かうのを控えさせる効果をも

つだろう。
25人的資産の無リスク性について付言すると、日本の労働市場において就労慣行が変化し、

終身、同じ会社に勤務するという形態から、早期退職制度の一般化などもあって複数の会

社に勤めるという形態へと変わり、したがって、年収が少なからず変動するのは当然とい

うように勤労者の意識が変化すれば、ここで述べている人的資産の無リスク性は失われて

いくだろう。また、多くの有為の学生諸君が、就職先の選択に悩み、あるいは就職活動に

力を注ぐという現象は、敢えて多期間投資の観点からみるならば、二十歳を若干過ぎたラ

イフステージにおいて、人的資産に無リスク性がありえることを曖昧にではあっても認識

するゆえにそれを追求する合理的行動と捉えることができる。



４７

それに対して、若い投資家の場合はどうか。その人的資産は、たいていの場合、金融資

産との相対でみてより大きく、それが実質無リスク資産に近い性質をもつケース（たとえ

ば、財政状況が安定している自治体や省庁に勤める事務職）では、すでに長期インフレ連

動債へ正の投資を行っている効果をもつ。したがって、そのような若い投資家は株式等の

リスク資産への投資を増やすべきである。一方、その人的資産がリスク資産に類似する若

い投資家、たとえば ITC 関連企業やベンチャー企業に勤務する者、あるいは、投資顧問

業務に携わる者や、大企業であっても社債格付けが低い会社、外資系企業に勤める者の場

合には、投資戦略をそれと整合させて、長期インフレ連動債のウェイトを高めとすべきで

ある。

7.2. 株価の平均回帰性とその影響

次に、Siegel(2007)の実証分析を参考に、長期投資における株価の平均回帰性の影響に

ついてみよう。同書には、1802 年から 2006 年まで、200 年以上にわたる米国の証券デー

タを使って行った分析の結果がコンパクトな形で掲載されている。そのうち、３種類の証

券の投資成果を比較した図(p.25、Figure2-1)を図 1 として引用した。図の左端、サンプル

期間から抽出したすべての可能な１年間投資ホライズン（保有年数）についてみると、株

式投資の投資収益率（年率％、１年複利表示）の最大値は 66.6％、最小値は-38.6％であ

って、同期間において、長期国債（同、35.1％、-21.9％）や短期国債（同、23.7％、-

15.6％）と比べて投資リスクははるかに大きかったことが確認できる。これらはどちらも

名目債で、償還後には同種債券にロールオーバー運用すると仮定して、推定している。

しかし、投資ホライズンが５年、10 年と延びると、ダウンサイドのリスクを表す投資

収益率の最小値の３資産間の大小関係は少なからず変化する。保有年数５年のとき、株式

と長期国債の最小値はほぼ同じになり（それぞれ、-11.0％と-10.1％）、保有年数 10 年で

は株式と、長期国債・短期国債は逆転する（それぞれ、-4.1％、-5.4％、-5.1％）。保有年

数が 20 年のときには、どの 20 年をとっても株式投資の収益率がマイナスになることはな

く（最小値は 1.0％）、長期国債の最小値-3.1％および短期国債の最小値-3.0％と比べて、

対照的である。長期の投

資ホライズンのもとで、

株式は、投資対象資産と

して決して欠かすことの

できないほどの優位性を

有しているといえる。

一方、投資収益率の最

大値をみると、どの保有

年数においても株式が大

きく、株式、長期国債、
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利回り、年率、1年複利表示

図4-2 保有期間別年利回り（最大値と最小値）：1802－2006年（米国市場）

出所：Siegel(2007), p.25 Figure 2-1を修正して引用。国債はロールオーバー運用を想定している。

長期
国債



４８

短期国債の順位は（30 年保有を唯一の例外として）変わることがない。最大値と最小値

の差（棒グラフの縦の長さ）は、投資ホライズンの拡大とともに確実に縮まっており、３

つの資産すべてについて１年あたりの標準偏差が、劇的に減少していることが推察できる。

標準偏差の推定値が報告されていないので、この図からは、ルート T ルールを超える平

均回帰性が存在するかどうかは即断できないものの、保有年数の増加が投資リスクの大幅

な減少をもたらすことを伺わせる。

以上を、すこし角度を変えてみてみよう。図 3 として引用したのは、図 2 と同じ出典か

ら「同時期に 200 年以上にわたって（異なる保有期間別にロールオーバーして株式投資を

行ったならば起こりえた」

という意味での投資実績

を描いた有名な図(p.33、

Figure2-5)である。図中、

株式に 100%の比率で投

資したケースを表す×

印のリスク・リターンを

読み取ると、米国での１

年間の投資ホライズンで

はインフレ調整後の実質

ベースで平均投資収益率

が年率単利表示 8.3％、

標準偏差が同表示で

18％であったのに対して、

10 年の投資ホライゾンでは平均が 6.8%、標準偏差が 4.5％になっている。投資ホライゾ

ンが 20 年のときの平均と標準偏差は 6.6％と 2.6％、また、30 年のときの平均と標準偏差

は 6.5％と 1.7％である。株式投資は、投資ホライゾンが長期化するのにともなって、平均

収益率が緩やかに減少する一方で、標準偏差は株式投資収益率が i.i.d.の場合に成立する

「ルート T ルール」に対応する水準をはるかに超えて激減する様子が描かれている。こ

れは、株価に顕著な平均回帰的傾向が存在することを如実に示す有力な実証データである。

前節の表 5～表 7 からは読み取れないものの、図 3 から明らかな株価の長期的な平均回

帰傾向は投資家の間でいよいよ明確に認識されるようになるだろう。すると、株式投資が

現実に有するヘッジ機能を評価する投資家は株式投資比率を従来以上に高めに設定すると

予想される。

さて、本稿の総括に移ろう。長期投資にともなうリスクとして、Across States に加え、

Across Periods のリスクを評価する必要があるが、両者を同時に扱うことのができる効用

関数として Epstein=Zin 効用を用いた Campbelland Viceira(2002)のモデルを例に用いて、検

討の不十分な部分を補いながら、長期投資の具体的な投資戦略の設計を例証し、また批判

出所：Siegel(2007), p.33 Figure 2-5より引用

図4-3 アセットミックスの保有期間とリスク・リターンの関係
（1802-2006年）
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的に検討した。その結果明らかになった点は、まず、Across Periods に対するリスク選好

を表す異時点間代替弾力性 ψは、例外的なケースを除き、ポートフォリオ構築にはあま

り影響を及ぼさないことである。ψが重要な役割を果たすのは最適消費の決定においてで

あって、投資決定においては、仮にその正確な水準が不明であってもさほど神経質になる

必要はない。

次に、長期投資における最適ポートフォリオは、リスク・リターンのトレードオフに基

づく近視眼的需要部分と、投資機会集合の変動に対するヘッジを行うヘッジ需要部分から

構成されることを示した。長期投資においてはインフレの存在が無視できないにもかかわ

らず、現在、私たち個人投資家にとって実質的に投資可能とみなしてよい長期あるいは短

期の名目債はインフレに対するヘッジ機能が劣り、インフレ・リスクに曝される運用資産

である。長期投資においてインフレ・リスクがないと考えてよい資産は長期インフレ連動

債であり、Across States のリスク回避度を表す γは 10 程度まで、一方の Across Periods の

リスク許容度を表す ψは 0.2～1.2 の、現実的なリスク回避度をもつ投資家であれば、（短

期債のショートによって得た資金をも用いて）100％を超える投資資金を長期インフレ連

動債に当てるのが最適という分析結果になった。これは、私たちの周囲を見回しても、誰

も実行しそうにない投資戦略であり、その意味で、「非常識」な結論といえる。26

名目債は、インフレ下においては、Across States のリスクに対するプレミアムを合わせ

たリターンが小さい魅力のない証券であり、長短のインフレ連動債が広く利用可能となれ

ば、長期投資家からの需要はほとんど消失する運命にあるという点も明らかになった。

長期投資において株式は、インフレ下でも SPM の大きな証券であり、その存在が実証

されている顕著な平均回帰性も考慮すると、投資家からの需要の大きい金融資産であるこ

とが明らかになった。５つの資産が利用可能なケースでの数値実験結果では、γ＝5 程度

の現実的な相対的リスク回避度をもつ投資家は、キャピタル・ベースの約７割を株式へ投

資するのが最適であるとなった。長期インフレ連動債には 190％程度を向ける。そのため

の資金は、キャピタル・ベースにその約 1.6 倍の短期インフレ連動債をショートして得た

資金を加えてまかなう。短期インフレ連動債が利用可能ではない４資産のケースでは、短

期名目債を代わりに使う。ただしその場合、株式と長期インフレ連動債の投資比率は微調

整される。

さて、株式およびインフレ連動債に対する 100％を超える投資比率が長期投資において

最適であるという数値実験の結果は、現実の証券投資における「常識」からは、到底、受

け入れられないかも知れない。この「非常識」な結果は、もちろん、Campbell らのモデ

26しかしまた、デフォルト・リスクのない長期インフレ連動債（物価連動債）が自由に売

買できるという投資環境下で、仮に、年率２％を超えるようなインフレが発生し、今後も

続くという見通しが一般的となったならば、誰しもが採用を検討しそうな投資戦略である

ともいえる。
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ルの妥当性とともに、彼らが推定した 16 個に及ぶパラメターの信頼性に依拠している。

また、彼らのモデル化は、短期名目債あるいは短期インフレ連動債の大量のショートが可

能であることを前提しており、この完全市場の仮定は現実的とはいえない。とはいっても、

長期投資において、株式およびインフレ連動債が、短期間の投資に比べてはるかに重要な

投資対象となることに異を唱える読者はおられないだろう。

本稿で取り上げた Campbell and Viceira(2002)のモデルは、効用理論に立脚した実践的な

長期投資決定のアプローチとしては、これ以上の前進が困難なところまで来ている感があ

る。彼らが、同書の第１章（訳書 p.9, 9-13 行）で述べている理論モデルビルダーとして

の信念を引用しておこう。

「投資実務家の中には、学者が効用関数を用いることに不快さを感じている者もい

る。しかし、投資家の選好、とくに性急さやリスク回避度は最適ポートフォリオに

大きな影響を与える。たとえどんなに困難な作業であっても、ポートフォリオ選択

に関わる研究においては、選好をモデル化する以外に他の方法はない。」

私たちも同感である。彼らの真摯な姿勢には敬意を払いたいが、それでは彼らのモデル

を投資実践に応用できるかと自らに問えば、答えは残念ながら否である。まず、技術的な

問題として、対数線形近似という単なるテイラー展開による近似が、現実の投資比率決定

上、どの程度深刻な誤差を生むかについて、理論的検討が不十分である。モデルの構造が

複雑である割合に、投資機会集合の変動を描ききれたとはいえないこと、また、16 個あ

るパラメターの推定値が計測時期によって安定的でなく、信頼できない可能性を明示的に

扱っていないという問題もある。株式収益生成過程を２ファクター･モデルで捉えきると

考えるのはあまりにナイーブであり、長期投資において最も考慮すべき株価の顕著な平均

回帰性や労働所得の影響等、重要な要素が捨象されていることはすでに述べたが、これら

の問題を、すでに十分に複雑化した彼らのアプローチによって解決することはおそらく不

可能であろうというのが、私たちの見立てである。

多期間化の方向へと進んできた投資理論およびファイナンス理論研究の今日的な実情は

以上説明してきた通りである。しかし、本稿で利用した Campbell and Viceira(2002)のモデ

ルは投資実務には応用できそうにない。それでは、現在、私たちが考える実用的な長期投

資モデルはどのようなものであるか。この問には、我々は別稿にて答える予定である。
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APPENDIX-A：平均・分散分析とべき型効用、対数正規収益モデルの整合性について

いま、簡単化のために、第 t 期期初の消費 tC を捨象し、投資の意思決定のみを考慮す

る１期間モデルを考える。投資家は、初期富 tW を所与として、単利ネット表示の投資収

益率が 1,

~
tpR のポートフォリオ運用を行い、初期末の時点 t+1 には、

 1,11

~
1

~~
  tpttt RWWC (A.1)

で与えられる消費を行うことにより、効用を最大化するというシナリオである。本稿は、

最適なポートフォリオ運用が実行される場合には、 , 1 , 1p t p tR R
 

 ＝ とアステリスクを付して

いるが、以下では、ポートフォリオの巧拙をシャープ尺度(SPM)で評価することが妥当か

どうかを検討したいので、ポートフォリオが最適であることは前提せず、したがって、ア

ステリスクを付さずに議論を進めることにする。

ここで、グロス単利表示の投資収益率 )
~

1( 1,  tpR が、対数正規分布に従うという仮定を

おく。この仮定は、単利表示を連続複利表示した投資収益率 )
~

1ln(~
1,1,   tptp Rr が、正

規分布に従うと仮定することと同値であるので、  2
1 Np,t p pr ~ ,    と表すことにする。

p は正規分布に従う確率変数 1p ,tr  の平均であると同時に、対数正規分布に従う確率変数

)
~

1( 1,  tpR の対数平均(Logarithmic Mean)でもある。同様に、 2
p は連続複利表示投資収益

率が従う正規分布の分散であると同時に、単利グロス表示投資収益率が従う対数正規分布

の対数分散(Logarithmic Variance)でもある。連続複利表示の投資収益率（正規分布）の母

数であることを強調する目的で、これらの母数にはドットを付した。なお、単利表示の投

資収益率が対数正規分布に従うとき、富を運用して得られる投資収益もまた対数正規分布

に従うので、本稿では、このようなモデルを対数正規収益モデルとよぶ。

後の計算のために、予算制約式(A.1)を対数化し、対数化した変数を小文字で表すと、

   1 1 1 11 ln ln ln 1t t p,t t t p,tW W R W W R           

1 1t t p ,tw w r     (A.2)

となる。

いま、消費者の効用関数はべき型であると仮定すると、。そこで、彼の期待効用は、

 
1

1
1

1

1
t

t t t

W
U C










          


 )1(  (A.3)
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である。上式右辺の期待値記号の中がべき型効用関数であり、 はその相対的リスク回避

度である。分子で１を引いた形にしているのは、後で無差別曲線を検討するさいに、

1  の極限をとってロピタルの定理を利用するための工夫である。この期待効用は、投

資収益率の確率分布が具体的に与えられているので、次のように計算することができる。

まず、指数関数と対数関数が逆関数の関係にあることを用いて、
1

1tW 
 

1
1ln tWe


 


  11 ln tW
e

     11 tw
e

 



と変形する。このとき、期待効用は

  1

1
11 1 1 1

1 1 1
twt

t t

W
e




  





             




  111 1

1 1
t p ,tw r

t e


 
       


[∵(A.2)式を代入]

    1111 1

1 1
p ,tt rw

te e


 
       


(A.4)

となる。上の(A.4)式第１項の期待値部分は、対数平均が  1 p   、対数分散が

 2 21 p   の対数正規分布の期待値であるから、

     1 21 21
exp 1 1

2
p ,tr

t p pe


               


  (A.5)

である。これを(A.4)式へ戻すと、べき型効用をもつ投資家の期待効用は

      
1

2 21 1 1 1 1
exp 1 exp 1 1

1 1 2 1
t

t t p p

W
w



    
  




   
         

     


 

   
1

21 1
exp 1 1

1 2 1
t

p p

W 

   
 

   
      

   
  (A.6)

となる。対数型効用関数のもとでの期待効用は、上式で 1  の場合であり、ロピタルの

定理を適用すると、

1ln lnt T t pW W     
  (A.7)

を得る。27

27 (A.6)式の右辺を

         1 2 21 1
exp 1 1 1 exp 1 ln 1 1 1

2 2

1 1

t p p t p pW W         

 

       
              

      
 

  

と変形して、分子、分母を  で微分のうえ、 1  の極限をとる。
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さて、(A.6)式のべき型効用の期待効用関数に現れる確率分布の母数は、対数平均 p と

対数分散 2
p のみである。また、その特殊ケースである、対数型の期待効用関数(A.7)式で

は、対数平均 p のみが現れる。平均・分散分析によって、期待効用最大化をもたらす最

適ポートフォリオを特定するためには、投資家が平均分散選好をもつことが必要であるが、

そのためには、期待効用関数が投資収益あるいは投資収益率を記述する確率変数の期待値

と分散のみの関数で与えられ、前者の増加関数、後者の減少関数でなければならない。い

ま、連続複利表示の投資収益率について考えると、その期待値と分散がそれぞれ、 p 、

2
p であるから、対数型効用では、期待効用が 2

p から独立ゆえ、連続複利投資収益率バ

ージョンにおいても平均・分散分析を利用できないことは明白である。また、べき型効用

の期待効用について、(A.6)式の偏微分を求めると、

   
1

1 21 1 1
exp 1 1 0

1 2
t

t t p p
p

W
W


    

 




    
         

       


 


(A.8)

   
1

1 21
2

1 1 1
exp 1 1

1 2 2
t
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   





     
        

      


 


(A.9)

となるので、(A.8)式より期待効用が p の増加関数であることがわかるものの、 2
p につ

いては、(A.9)式より、

1
1

2

1
0 1

1
t

t
p

W 







   
  

     




(A.9)

となり、相対的リスク回避度 が 1 より大きい場合には、期待効用が 2
p の減少関数とな

る。したがって、資産収益が対数正規分布に従うとき、ポートフォリオ選択を連続複利表

示投資収益率の期待値（単利表示投資収益率の対数平均）と分散（単利表示投資収益率の

対数分散）を用いて、平均分散によって最適なポートフォリオを検討することが許される

のは、相対的リスク回避度 が 1 より大きい、べき型効用の場合に限られると結論できる。

対数型効用、あるいは、相対的リスク回避度 が 1 より小さいべき型効用では、連続複利

表示投資収益率の（標準偏差、期待値）-平面における無差別曲線は増加凸関数にはなら

ないので、連続複利表示の SPM によって、ポートフォリオの巧拙を評価することはでき

ないことになる。

この問題を回避するために、Campbell and Viceira (2003)では、連続複利表示の投資収益

率の分散をリスクの指標として利用することは維持しつつも、リターンを表現するうえで、

連続複利表示投資収益率の期待値にかえて、単利表示の投資収益率の期待値の対数値を利
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用する、変則的ながらも実に巧妙な連続複利バージョンの SPM を利用している。原書に

はその妥当性について全く記述がないので、以下では、我々の解釈をもとに解説しよう。

いま、単利グロス表示の投資収益率が対数平均 p 、対数分散 2
p の対数正規分布に従う

とき、その期待値と分散は、対数正規分布の性質によって、それぞれ、

2

2
11

p
p

t p,tR e


 

    




 (A.10a)
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   (A.10b)

で与えられる。したがって、単利グロス表示の投資収益率の期待値の対数値は、

 
2

1ln 1
2

p
t p,t pR


     


  (A.11)

となるから、Campbell and Viceira (2002)のように、これをリターンの指標として用いるな

らば、それは（正規分布に従う）連続複利表示投資収益率の期待値 p に、分散 2
p の 1/2

倍を加えて補正することを意味している。このように、補正された連続複利べーすの期待

値を、

2

2

pcorrected
p p


  


  (A.12)

と”correcteted”を付して表示すれば、(A.6)式の期待効用関数は
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と表現できるので、このとき、
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となり、平均分散選好の定義を満たすことがわかる。なお、期待値を補正する前には、母

数が２つあるので、補正後の期待値と標準偏差の２つを新たな母数とみなしても、自由度

は失われないことに注意する。

無差別曲線を描くため、(A.13)式の期待効用関数の値を k とおいて変形すると、
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を得る。上式は、  corrected
p p,   -平面では、２次の係数が正、切片が K の放物線であり、

相対的リスク回避度 が大きいほど、険しい増加凸関数となる。なお、対数型効用は、

1  の場合であるから、無差別曲線は、

21
ln

2
corrected
p p tK , K k W      (A.15b)

であり、やはり、２次の係数が正の放物線ゆえ、増加凸関数となる。べき型効用の無差別

曲線の縦軸切片(A.15a)式を期待効用水準で偏微分すると、

 
1

>0
1 1

K

k k




  

ゆえ、期待効用水準が高い無差別曲線ほど、その縦軸切片K は上方にあることも確認で

きる。対数型効用の(A.15b)式の場合も同様である。

以上の結果をまとめよう。一般に、リスクを表す母数を横軸、リターンを表す母数を縦

軸にとった平面上で無差別曲線が増加凸関数であれば、左上方に位置するポートフォリオ

ほど、高い期待効用に対応するので、より高い SPM をもつポートフォリオほど、優れた

ポートフォリオということができる。したがって、投資収益率、あるいは投資収益が対数

正規分布に従い、投資家の効用がべき型効用、あるいはその特殊ケースとしての対数型効

用であるならば、  corrected
p p,   -平面上において、SPM を用いてポートフォリオを評価

することに合理性があると結論できる。

さて、最後になるが、投資家がべき型効用関数をもつときに、対数正規分布にしたがう

単利表示の投資収益率について、リターンとして対数正規分布の期待値、リスクとして対

数正規分布の標準偏差を用いた、１期間モデルで利用される単利ベースでの通常の SPM

を用いることはできないのであろうか。答えは否である。以下で明らかにするが、対数正

規分布に従う投資収益率に対して、単利ベースの SPM でポートフォリオのパフォーマン

スを評価すると、期待効用が低いポートフォリオの SPM が高く、期待効用が高いポート

フォリオの SPM が低くなる場合があり、無差別曲線の凸性は保障されない問題が生ずる

のである。

まず、投資収益率が対数正規分布に従うときに、べき型効用をもつ投資家の期待効用を、

単利表示の投資収益率の母数で表現することを考えよう。(A.6)式は、連続複利表示の母

数によって期待効用関数を表現したものであった。再掲すると、
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  [(A.6)]
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である。いま、対数正規分布に従う、単利ネット表示の期待収益率と分散を、それぞれ

1p t p ,tR     
 、 2

1p t p,tR     
 とドットを付さずに表示すると、連続複利表示の投資

収益率の母数とは、(A.10b)、(A.10b)式より、次の関係がある。
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(A.16a)、 (A.16b)式を、べき型効用のもとでの期待効用関数(A.6)式に代入整理し、単位利

表示収益率の母数で期待効用を表現すると、
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となる。これが、単利ネット表示の母数による期待効用である。横軸に単利ネット表示の

期待収益率の標準偏差 p 、縦軸に同期待収益率をとった平面で、無差別曲線が増加凸関

数であれば、SPM によってポートフォリオの評価をすることができる。

まず、導出した期待効用関数が、単利表示投資収益率の母数に関して、平均分散選好の

性質を満たしているかどうかを確認しよう。すなわち、
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この２つの不等式より、平均分散選好が成立していることがわかる。

つぎに、無差別曲線を求めると、それは期待効用(A.17)式を一定値にする  p p,  の

軌跡であるから、期待効用水準を与える定数を k とおくと、
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を得る。簡単な計算によって、 0
p

p






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
、すなわち 0

p

p









を解析的に確認できるので、

無差別曲線は単調増加関数であるものの、

2

2

p

p








の符号は定まらず、無差別曲線の凹性は

保証されない。

この状況を、べき型効用関数の最も簡単な場合である、対数型効用で確認してみよう。

まず、対数型効用のもとで、対数正規分布収益に対する期待効用を計算した結果は、

(A.7)式より、

1ln lnt t t pW W     
  [(A.7)]

であった。 p は連続複利表示投資収益率の期待収益率であるが、(A.16a)、および(A.16b)

式を用いて、単利表示投資収益率の母数によってこの期待効用を書き改めると、
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となる。 1ln 0t t
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 ゆえ、平均分散選好が成立している

ことを確かめることができる。

次に、無差別曲線の形状を調べるため、 1lnt tW k   
 とおくと、(A.19)式より
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であり、 0
p

p









は簡単に確認できるものの、
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p

p








の符号はやはり解析的には定まらな

い。以下では、この無差別曲線が、  p p,  -平面で凸関数とはならない理由を、具体例

でしめしてみよう。

まず、第１のポートフォリオとして、投資収益率が対数正規分布に従い、その単利ネッ

ト表示の期待収益率が 1 12p , %  、標準偏差が 1 80p , %  であるとしよう。対数型効用

をもつ投資家の富が 100tW  であると想定すると、このポートフォリオがもたらす期待

効用水準は、(A.20a)式にこれらの値を代入すると、
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と計算できる。次に、第２のポートフォリオとして、第１のポートフォリオと同じ期待効

用水準をもたらし、投資収益率が対数正規分布に従い、期待収益率が 2 14p, %  のもの

を考える。このポートフォリオの単利表示投資収益率の標準偏差 2p , は、期待効用水準

が 91 1381K . を満たすものでなければならないので、(A.20b)式より
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と逆算できる。

最後に、第３のポートフォリオとして、その単利表示投資収益率が対数正規分布にした

がい、期待収益率が第１、第２のポートフォリオの期待収益率の平均に等しく、標準偏差

も第１、第２のポートフォリオの平均に等しいものを考えよう。したがって、
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 3 1 2

1
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である。図 A-1 に、これら３つのポートフォリオのリスク・リターンを、単利表示投資

収益率の（期待収益率、標準偏差）-平面上に示しておいた。第３のポートフォリオは、

第１、第２のポートフォリオを表す座標を結んだ線分の中点に位置している。もし、無差

別曲線が増加凸関数であれば、第３のポートフォリオは第１、第２のポートフォリオより、

より高い期待効用をもつはずである。実際に計算してみると、
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 

    

2

1 22

1 13
100 91 13765685

1 13 0 8283054158
/

.
K .

. .

  



であり、第１、第２のポートフォリオに比べ、期待効用水準が僅かではあるが、低下して

いることがわかる。無差別曲線が増加凸関数でないことを示すには、この反例ひとつで十

分である。

以上より、投資収益率、あるいは投資収益が対数正規分布に従うときには、たとえ投資

家がべき型効用関数をもつときであっても、１期間モデルで用いる単利表示の SPM を用

いてはならないことがわかる。本稿は、長期投資におけるリスク資産の投資収益率が対数

正規分布に従うことを仮定しており、したがって、そのパフォーマンスの評価には、単利

表示での SPM ではなく、連続複利ベースの、リターンを分散修正したうえでの SPM を

用いたゆえんである。短期的な投資運用が主流の実務の現場では、今後も単利表示の

SPM が投資パフォーマンス評価で利用されると思われるが、その利用が正当化されるた

めには、単利表示の投資収益率が正規分布で十分に近似できる、あるいは投資家の効用関

数が（非現実的ではあるが）２次間数で表されるという前提が満たされなければならない。

一方、長期投資においては、投資収益率が対数正規分布に従うと仮定するならば、投資家

がべき型あるいはその特殊ケースとしての対数型効用をもつ場合には、連続複利ベースの

リターンを分散の２分の１で修正したうえでの SPM によって、投資のパフォーマンスを

評価することが合理的である。連続複利バージョンの SPM は、多くの実務家にとっては

なじみのない評価尺度と思われるが、今後、長期投資のパフォーマンス評価においては、

積極的に活用すべきものと思われる。

p

p

O
標準偏差
（単利表示）

期待収益率
(単利表示）

図A-1 投資収益率(単利表示)が対数正規分布にしたがう
３つのポートフォリオ

Portfolio 1

Portfolio 2

Portfolio 3

0.8 0.85660.8283

0.13

0.14

0.12



６１

APPENDIX-Ｂ： 最適消費･富比率を与える差分方程式の導出

オイラー方程式を対数線形化した本文中の(11)式を再掲すると、

 , 1 1 , 1ln 1t j t t t t p tr c r


  



  

                
  

 1 , 1 , 12

1
Var 1

2
t t p t j tc r r   



 
  

       
   [(11)]

である。上式は、任意の資産について成立する関係であるから、資産 j として最適ポート

フォリオを考え、j=p とおき、期待消費成長率について表すと、

1 , 1 1 , 1ln Var
2

t t t p t t t p tc r c r


   


 
   

               
    (A.21)

となる。一方、予算制約式の対数線形近似式は、

   1 , 1

1 1
1 , ln ln 1t p t t tw r c w k k


 

 
 

 

  
         

 
 [(6)], [(5)]

であった。なお厳密には、上式では、予め最適ポートフォリオと最適消費を前提にしてい

るので、それぞれアステリスクを付している点が本文の(6)式とは異なっている。さて、

(6)式を時点 t の情報のもとで期待値をとった式を(A.21)式から辺々差し引き、

 
1

1 1/










を代入・整理すると、以下の通り、証明すべき差分方程式である本文中の

(54a)、(54b)、(54c)式を得る。

  1 1 , , 1ln 1t t t t t p t t p tc w c w r k      
  

               
   (A.22)

    1 1 0, ,1 1 lnt t t t t p tc w x q k       
 

           
  [(54a)]

ただし、 0, , 1t t p t tq r x


    
 [(54b)]

 
 , 1 1 , 1

1
Var 1

2 1
p t t t t p tc w r


 


 
  

       
   [(54c)]

次に、最適消費･富比率を導く。そのためには、上記の差分方程式を満たす対数線形化

パラメター  を求める必要がある。ところが、最適投資収益率 , 1p tr 


 の期待値と分散もま

た  の関数となり、  を解析的に求めることは容易ではない。そこで、最適消費･富比率
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が状態変数の１次式であると仮定する方法をとる。28すなわち、

0 1t t tc w b b x    (A.23)

とおき、未定係数 0b 、 1b を差分方程式と矛盾なく定める。上式を(54a)の差分方程式に代

入し、状態変数 tx の自己回帰過程を表す(27)式を用いると、

      
       

0 1 0 1 1 0, ,

0 1 0, ,

E 1 1 ln

1 1 1 ln

t t t t t p t

x x x t t t p t

b b x b b x x q k

b b x x q k

       

          

         

            



となるが、この関係は状態変数 tx の任意の値について成立しなければならないので、上

式右辺の１次の係数、定数項はそれぞれ 1b 、 0b に恒等的に等しくなければならない。こ

のとき、

    0 1 0, ,1 1 ln
1

x x t p tb b q k


     


      


(A.24)

 
1

1

1 x

b
 







(A.25)

となる。また、上記の 0b 、 1b の関数形は、差分方程式(54a)式を矛盾なく満たすことを検

証できる。前述したように、(54a)式には、最適ポートフォリオを通じて  に依存する項

として 0,tq と ,p t とがあるが、(A.23) 式のもとで後者は、

   
 

2
2 2

, , , ,2

1 1 2

2 11
p t x x p t p t

xx

   
   



    
    

  
(A.26)

ただし、 , , , 1 , 1Cov ,x p t t x t p tr  
 

     , 2
, , 1Varp t t p tr 


   

となる。これを(A.24)式へ代入し、  に依存する項を  の関数として明示的に

 0 0b b  、  1 1b b  、  0, 0,t tq q  、  k k  、  , , , ,x p t x p t   、  2 2
, ,p t p t   と

表示すれば、

 
 

       0 0,

1
1 1 ln

1 1
x x t

x

b q k
 

       
 


     

 

28最適消費･富比率が状態変数の１次関数になるというのは自明の結果ではない。本モデル

では、実質無リスク利子率と完全相関する変数を状態変数にとっているが、Kim and Omb

erg(1996)、Campbell and Viceira (1999)ではリスク・プレミアムを状態変数に採用した結果、

最適消費･富比率は状態変数の２次関数、Campbell and Viceira (2003)では、状態変数ベク

トルの２次関数になっている。
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   
 

   
2

2 2
, , ,2

1 1 2

2 11
x x p t p t

xx

   
    



    
   

   

[(56)]

 
 

1

1

1 x

b
 








[(57)]

となり、本文中の(56)および(57)式を導くことができる。

さて、以上を準備のうえで の定義式(4)式にもどると、この非線形方程式は、

        0 11 exp E 1 exp Et t tc w b b x           

    0 11 exp xb b     [(55)]

となり、本文中の(55)式が導かれる。上式は に関する非線形方程式であるが、その解を

*  とすると、    0 0b b   、    1 1b b   と表現できるので、最適消費･富比率は、

(A.3)式より、

       * *
0 1

*
* *

0 1

tb b xt
t t t

t

C
c w b b x e

W

 
 

      [(58)]

となる。なお、[(58)] 式を変形すると

   
*

* *
0 1ln t

t

t

C
b b x

W
   (A.27)

であり、これは時点 t における最適消費・富および状態変数の実現値についての関係を表

している。一方、(55)式の非線形方程式において、 *  を代入すると、

      0 11 exp E 1 expt t xc w b b              

   0 1E t t xc w b b          

が成り立つから、

   0 1E ln t
x

t

C
b b

W
  


  

  
 




(A.28)

を導くことができる。(A.28)式は、(A.27)式について、時点 0 において無条件の期待値を

求めているため、状態変数 tx が、その無条件期待値 x に変わっている違いがある。
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APPENDIX-C: 最適消費・富比率を一定にする相対的リスク回避度の存在について

まず、主観的割引因子を とするとき、最適消費・富比率 t tC / W が任意の t について、

一定値1  になる場合には、対数線形化パラメター  は に等しくなることから示して

おこう。  の定義式(4)式において、最適消費ゆえアステリスクを付して t tc c とすると、

E
1 t tc w

e
   
 

[(4)]

である．右辺の指数のべき部分は、無条件の期待値を求めているので、変数にはティルダ

を付してあるが、最適消費・富比率の対数値が    ln ln 1t t t tc w C / W        の確定値

のときには、

   E ln 1 ln 1
1 1e e

 
        1 1      (A.29)

が成立することは明らかであろう。

つぎに、  ln 1t tc w      をもたらすような、リスク回避にかかわる母数 および

についての十分条件を求めよう。対数化した消費・富比率が満たすべき差分方程式(54a)

～(54c)式を再掲すると

    1 1 0, ,1 1 lnt t t t t t t p tc w c w x q k        
 

            
  [(54a)]

ただし、 0, , 1t t p t tq r x


    
 [(54b)]

 
 , 1 1 , 1

1
Var 1

2 1
p t t t t p tc w r


 


 
  

       
   [(54c)]

であり、ここで、

 
1

ln ln 1k


 



   [(5)]

であった。

任意の t について  ln 1t tc w      、および、このとき   であることを(54a)

および(5)式へ代入すると、

     ln 1 ln 1 1 tx        

   0, ,

1
1 ln ln ln 1t p tq


      



 
       

 
(A.30)
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となる。ここで、(54b)式において、最適ポートフォリオの期待収益率を , 1 ,t p t p tr  


   
 、

[(54c)]式においてその分散を 2
, 1 ,Vart p t p tr  


   
 と表せば、

 
   

   2
, , 1 ,

1 11
Var ln 1 1

2 1 2
p t t p t p tr

 
   


 


          


となることに注意して、これらを(A.30)式へ代入整理すると、容易に

   
2
,

,1 1 ln 0
2

p t
p t


   




  
     

  

(A.31)

を得る。上式が成立するのは、

1  (A.32)

あるいは、

 
2
,

, 1 ln 0
2

p t
p t


  


     (A.33)

のときである。(A.32)式は、Giovannini and Weil(1989)によって明らかにされた、最適消

費・富比率が確定値となるための十分条件であるが、(A.33)式は本稿がはじめて提示する

十分条件である。

さて、(A.33)式を、Across States に関するリスク回避パラメター について解釈するこ

とを考える。最適ポートフォリオの期待収益率 ,p t と分散 2
,p t  は、最適ポートフォリオ

の投資比率ベクトルを通じて に依存し、通常は両者とも の減少関数であるが、厳密に

は、投資に利用可能なアセットのメニュー、ヘッジ部分のポートフォリオの内容によって

関数関係が定まる。いま、 ,p t 、 2
,p t  が の関数であることを強調して、  ,p t  、

 2
,p t  と表し、(A.33)式を成立させる を とするならば、最適消費・富比率を確定値

にする相対的リスク回避度は、非線型方程式

   
 2

,

, 1 ln 0
2

p t

p t

 
   

 

      (A.34)

を満たす解として与えられる。表 4-4 においては、（小数第６位を四捨五入すると）

2.76559   のとき、（表には掲載していないが） , 0.15906p t  、 , 0.24386p t   であ

り、(A.4.34)式が満たされている。


